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| ỜI GIỚI THIỆU 


GEORGE POLYA sinh năm 1887 ở Hungary. Ông tốt nghiệp đại học và 
bảo vệ luận án tiến sĩ tại Đại học tổng hợp Budapest. Năm 1940 ông sang Mỹ, từ 
1942 ông là giáo sư Đại học tổng hợp Stanford. Ông mất năm 1985 tại California. 

Ngoài những công trình về lí thuyết số, giải tích hàm, toán thống kê và giải 
tích tổ hợp, G. POLYA rất nổi tiếng với những nghiên cứu về quá trình giải 
toán và quá trình sáng tạo toán học, được đúc kết trong bộ ba quyển sách (đã 
được dịch ra rất nhiều thứ tiếng trên thế giới, trong đó có tiếng Việt): How to 
Solve it? (Giải một bài toán như thế nào?), Mathematical Discovery (Sáng tạo 
toán học) và Mathematics and Plausible Reasoning (Toán học và những suy 
luận có lí). 

Mặc dù được viết cách đây đã gần một thế kỉ, các quyển sách của G. POLYA 
đến nay vẫn giữ nguyên giá trị to lớn đối với thầy cô giáo các cấp, đối với sinh 
viên và học sinh muốn dạy và học toán học (và cả các môn khoa học khác) một 
cách thông minh và sáng tạo. 

TOÁN HỌC VÀ NHỮNG SUY LUẬN CÓ LÍ gồm hai quyển: 

I. Quy nạp và tương tự trong toán học; _ 

II Các sơ đồ của những suy luận có lí. 

Đây là bản dịch của quyển I, Quy nạp và tương tự trong toán học (bản dịch 
tiếng Nga). Bản dịch này đã được Nhà xuất bản Giáo dục cho in ngay trong 
những năm kháng chiến chống Mỹ cứu nước ác liệt nhất. 

Nội dung tác phẩm của G.POLYA rất phong phú, đề cập đến kiến thức toán 
học từ sơ cấp đến cao cấp, liên hệ đến vật lí và một số ngành khoa học khác. 
Cách trình bày độc đáo, nhiều chỗ theo lối văn nói, dí dỏm và khá tế nhị. 
Chúng tôi lại không có nguyên bản tiếng Anh, nên bản dịch không khỏi có 
những sai sót. Chúng tôi mong nhận được ý kiến đóng góp của bạn đọc và có 
điều kiện thuận lợi để sửa chữa bản dịch được tốt hơn. 


Những người dịch 


| ỜI NÓI ĐẦU 


Quyền sách này có những mục đích khác nhau liên quan khá chặt chẽ. 


Trước hết, nó nhằm giúp các học sinh và thầy giáo dạy toán về một vấn đẻ 
quan trọng, vấn đề này thường không được chú ý dúng mức. Theo ý nghĩa nào 
đó, nó cũng là một khảo cứu triết học. Nó là một quyền kế tiếp các công trình 
khác và đòi hỏi phải có phần tiếp theo. 


1. 


Nói một cách nghiêm khắc thì mọi kiến thức của chúng ta ngoài phạm vi 
của toán học và logic chứng minh (môn logic này thực tế là một ngành của 
toán học) đều bao gồm các giả thuyết. Tất nhiên có những giả thuyết này 


- và giả thuyết nọ. Có những giả thuyết có giá trị và đáng tin cậy, thí dụ như 


những giả thuyết được diễn đạt trong nhiều quy luật tổng quát của vật lí. 
Có những giả thuyết khác vừa không đáng tin cậy, vừa không có giá trị và 
một số trong chúng có thể làm bạn phát bực mình, khi bạn đọc các giả 
thuyết đó ở trong báo. Và giữa các giả thuyết này và giả thuyết kia có mọi 
loại giả thuyết, linh cảm và dự đoán. 

Chúng ta củng cố các kiến thức toán học của mình bằng các suy luận chứng 
minh, nhưng chúng ta hỗ trợ các giả thuyết của mình bằng các suy luận có lí. 
Một chứng minh toán học là suy luận chứng minh, còn kết luận quy nạp của 
nhà vật lí, những bằng chứng gián tiếp của luật gia, những dẫn chứng tài liệu của 
nhà sử học và kết luận thống kê của nhà kinh tế học đều thuộc về suy luận có lí. 
Sự khác nhau giữa hai kiểu suy luận này hết sức lớn và muôn màu muôn 
vẻ. Suy luận chứng minh là suy luận đáng tin cậy không chối cãi được và 
dứt khoát. Suy luận có lí là suy luận còn bấp bênh, phải tranh cãi và có điều 
kiện. Suy luận chứng minh thâm nhập các khoa học với cùng mức độ như 
toán học, song tự nó (cũng như tự bản thân toán học) không có khả năng 
cung cấp những hiểu biết căn bản mới về thế giới xung quanh ta. Mọi cái 
mới mà chúng ta hiểu biết được về thế giới đều có liên hệ với các suy luận 
có lí là suy luận duy nhất mà ta quan tâm trong công việc hằng ngày. Suy 
luận chứng minh có những tiêu chuẩn chặt chẽ được ghi lại thành luật và 
được giải thích bằng logic (logic hình thức hay logic chứng minh), logic này 
là thuyết của các suy luận chứng minh. Những tiêu chuẩn của các suy luận 
có lí rất linh động và không một lí thuyết nào về các suy luận như vậy lại rõ 
ràng bằng logic chứng minh và có sự nhất quán như logic chứng minh. 

Một nhân tố khác liên quan đến hai kiểu suy luận này đáng để ta chú ý. Ai cũng 
biết rằng toán học có khả năng tuyệt diệu dạy ta cách suy luận chứng minh, 
nhưng tôi cũng khẳng định rằng trong các chương trình học tập thông thường 


. 


của các trường học không có môn học nào có khả năng như vậy để dạy chúng ta 
về cách suy luận có lí. Với tất cả những ai đang học toán, toán sơ cấp hoặc toán 
cao cấp và quan tâm nắm vững môn học này, tôi muốn nói rằng: "Tất nhiên 
chúng ta sẽ học chứng minh, nhưng chúng ta cũng sẽ học cả dự đoán ni". 

Điều này nghe ra hơi ngược đời và tôi cần nhấn mạnh một vài điểm để 
tránh sự hiểu lầm có thể xảy ra. 

Toán học được coi như là một môn khoa học chứng minh. Tuy nhiên đó mới 
chỉ là một khía cạnh của nó. Toán học hoàn chỉnh, được trình bày dưới hình 
thức hoàn chỉnh, được xem như chứng minh thuần tuý, chỉ bao gồm các chứng 
minh. Nhưng toán học trong quá trình hình thành gợi lại mọi kiến thức khác 
của nhân loại trong quá trình hình thành. Bạn phải dự đoán về một định lí toán 
học trước khi bạn chứng minh nó. Bạn phải dự đoán về ý của. chứng minh, 
trước khi tiến hành chứng minh chỉ tiết. Bạn phải đối chiếu các kết quả quan 
sát được và suy ra những điều tương tự, bạn phải thử đi thử lại. Kết quả công 
tác sáng tạo của nhà toán học là suy luận chứng minh, là chứng minh; nhưng 
người ta tìm ra cách chứng minh nhờ suy luận có lí, nhờ dự đoán. Nếu việc 
dạy toán phản ánh ở mức độ nào đó việc hình thành toán học như thế nào thì 
trong việc giảng dạy đó phải dành chỗ cho dự đoán, cho suy luận có lí. 

Như chúng tôi đã nói, có hai kiểu suy luận: suy luận chứng minh và suy 
luận có lí. Tôi nhận thấy là hai loại suy luận này không mâu thuẫn nhau, 
mà trái lại bổ sung cho nhau. Trong suy luận chặt chẽ, điều chủ yếu là phân 
biệt chứng minh với dự đoán, chứng minh có căn cứ với dự đoán không căn 
cứ. Trong một suy luận có lí, điều chủ yếu là phân biệt dự đoán với dự 
đoán, dự đoán hợp lí với dự đoán ít hợp lí hơn. Nếu bạn chú ý tới cả hai sự 
khác nhau đó, thì cả hai suy luận này có thể trở thành rõ ràng hơn. 

Một người nghiêm túc nghiên cứu toán học, định lấy toán học làm sự 
nghiệp của đời mình, phải học tập cách suy luận chứng minh, đó là nghề 
nghiệp của anh ta và cũng là đặc điểm nổi bật của khoa học của anh ta. Tuy 
nhiên, để đạt được kết quả thực sự, anh ta cũng cần học tập cả cách suy 
luận có lí, đó là loại suy luận mà cả hoạt động sáng tạo của anh ta sẽ phụ 
thuộc vào đó. Người học toán như một môn phụ hoặc chỉ vì yêu toán cũng 
phải làm quen chút ít với suy luận chứng minh; cũng có thể người đó không 
đặc biệt cần thiết phải áp dụng trực tiếp những suy luận đó, nhưng anh ta 
phải nắm được tiêu chuẩn - để có thể so sánh các kết luận có thể xảy ra - 
được nêu ra như là các chứng minh các kết luận anh ta thường gặp trong 
cuộc sống hiện đại. Nhưng trong mọi công việc của mình, anh ta cần những 
suy luận có lí. Trong mọi trường hợp, người nghiên cứu toán học mong 
muốn có những đóng góp trong lĩnh vực này, dù những hứng thú sau này 
của anh ta thế nào đi nữa, cũng cần phải cố gắng học thông thạo cả hai loại, 
suy luận chứng minh và suy luận có lí. 


3. Tôi không tin rằng có một phương pháp bảo đảm tuyệt đối việc học thông thạo 
cách dự đoán. Trong mọi trường hợp nếu có một phương pháp như thế đi nữa, 
thì tôi cũng chưa được biết và điều hiển nhiên là tôi không hề có tham vọng 
trình bày phương pháp đó ở những trang sau. Áp dụng một cách có hiệu quả 
các suy luận có lí là một kĩ năng thực hành và kĩ năng đó cũng như mọi kĩ 
năng thực hành khác đều học được bằng con đường bắt chước và thực hành. 
Tôi dự định làm tất cả những gì tôi có thể làm được để giúp bạn đọc ham 
muốn học thông thạo cách suy luận có lí, song tất cả những gì tôi có thể đề 
nghị thì đó chỉ là những thí dụ làm mẫu và khả năng thực hành chu đáo. 

Trong quyển sách này, tôi sẽ thường bàn đến những phát minh toán học lớn và 
nhỏ. Tôi không thể kể lại lịch sử thực sự của việc phát minh, bởi vì thực tế 
không ai biết điều đó. Tuy nhiên, tôi sẽ cố gắng tìm ra lịch sử có thể đúng của 
việc phát minh đã có thể xảy ra. Tôi cố gắng làm nổi bật các suy nghĩ làm cơ 
sở phát minh, những suy diễn có lí đã dẫn tới phát minh, nói tóm lại là tất cả 
những gì đáng bắt chước. Tất nhiên, tôi cố gắng thuyết phục bạn đọc, đó là 
nhiệm vụ của tôi với tư cách là thầy giáo và là tác giả. Tuy vậy, tôi sẽ hoàn 
toàn trung thực với bạn đọc trong vấn đề thật sự cơ bản, tôi sẽ chỉ cố gắng 
thuyết phục bạn đọc ở những chỗ mà tôi cho là đúng và có ích. 

Sau mỗi chương đều có nêu ra các thí dụ và chú thích. Các chú thích liên 
quan tới các vấn đề quá sâu hoặc quá tế nhị đối với nội dung của chương 
hoặc liên quan tới các vấn đề ít nhiều ở ngoài phương hướng chủ yếu của suy 
luận. Một số bài tập tạo cho bạn đọc khả năng xét theo cách mới các chỉ tiết 
chỉ mới nêu ra ở trong bài. Tuy nhiên, phần lớn các bài tập tạo cho bạn đọc 
khả năng rút ra các kết luận có lí của chính mình. Trước khi bắt tay vào giải 
bài toán khó hơn ở cuối chương, bạn đọc cần đọc thật kĩ các phần tương ứng 
của chương cũng như xem lướt qua các bài toán ở cạnh, phần này hoặc phần 
kia có thể chứa chiếc chìa khoá. Để đảm bảo cho bạn đọc có được chiếc chìa 
khoá như thế (hoặc để giấu bạn đọc chiếc chìa khoá đó) nhằm có lợi nhất 
cho việc học tập, tác giả không chỉ chú ý nhiều đến nội dung và hình thức 
các bài toán được nêu ra, mà cả đến cách sắp xếp của chúng nữa. Thực tế, 
việc sắp xếp các bài toán này đòi hỏi nhiều thời gian và công sức hơn là 
người ta có thể hình dung hoặc xem như là cần thiết, nếu nhìn một chiều. 

Để phục vụ được rộng rãi bạn đọc, tôi cố gắng minh hoạ mỗi vấn đề quan 
trọng bằng thí dụ càng sơ cấp càng tốt. Tuy nhiên, trong một vài trường 
hợp tôi buộc phải lấy thí dụ không hoàn toàn sơ cấp để làm cho khẳng định 
đủ sức thuyết phục. Thực tế, tôi cảm thấy rằng tôi phải nêu ra cả những thí 
dụ có tính chất lịch sử, những thí dụ có vẻ đẹp toán học thực sự và những 
thí dụ minh hoạ tính chất song hành của các phương pháp trong các môn 
khoa học khác hoặc trong đời sống hằng ngày. 

Cần phải nói thêm là trong các câu chuyện được nêu ra, nhiều câu chuyện có 
hình thức dứt khoát do kết quả thí nghiệm tâm lí không hình thức. Tôi có trao 


đổi vấn đẻ với nhiều nhóm sinh viên khác nhau, thỉnh thoảng lại ngừng trình 
bày và hỏi, chẳng hạn: "Nếu ở trong trường hợp đó, bạn phải làm thế nào?”". 
Môi vài chỗ trong bài viết dưới đây đã nhắc đến các câu trả lời của thính giả 
hoặc là tôi đã thay đổi luận điểm ban đầu do phản ứng của người nghe. 

Nói tóm lại, tôi cố gắng dùng toàn bộ kinh nghiệm của mình, một người 
nghiên cứu, một thây giáo, nhằm tạo cho bạn đọc một khả năng thích hợp 
để bắt chước một cách có suy nghĩ và để độc lập công tác. 

Các thí dụ về các suy luận có lí được chọn trong quyển sách này có thể soi 
sáng phần nào một vấn đề đang được tranh luận sôi nổi: vấn đề phương 
pháp quy nạp. Câu hỏi chính đặt ra như sau: "Có các quy tắc đối với 
phương pháp quy nạp hay không?". Một số nhà triết học nói "Có”, đa số 
các nhà bác học lại nghĩ "Không có”. Để thảo luận một cách có ích, cần đặt 
vấn đề một cách khác. Ngoài ra, cần phải giải thích vấn đề theo cách khác, 
phụ thuộc ít nhất vào cách "tâm chương trích cú" cổ truyền hay vào chủ 
nghĩa hình thức kiểu mới, nhưng tiếp xúc chặt chẽ hơn với thực tiễn của 
các nhà bác học. Trước hết, ta chú ý rằng suy luận quy nạp là trường hợp 
riêng của suy luận có lí. Ta cũng nhận thấy (các tác giả hiện đại đã quên 
hẳn điều đó và vài tác giả xưa như Euler, Laplace đã thấy rõ) rằng vai trò 
của kết luận quy nạp trong việc nghiên cứu toán học cũng giống như vai trò 
của chúng trong việc nghiên cứu vật lí. Sau đó, bạn có thể quan sát và so 
sánh các thí dụ về suy luận có lí trong các vấn đề toán học. Và như thế là 
việc nghiên cứu quy nạp về phép quy nạp được mở ra. 

Khi nhà sinh học định nghiên cứu một vấn đề tổng quát nào đó, chẳng hạn 
như di truyền học, điều rất quan trọng đối với ông ta là chọn được một dạng 
đặc biệt nào đó của cây trồng hoặc động vật, đạng đó hoàn toàn thích hợp 
với thí nghiệm của ông ta. Khi nhà hoá học dự định nghiên cứu một vấn đề 
tổng quát nào đó, chẳng hạn tốc độ phản ứng hoá học, điều rất quan trọng 
đối với ông ta là chọn được các chất đặc biệt nào đó, thuận tiện cho việc tiến 
hành các thí nghiệm thích hợp về vấn đề này. Việc lựa chọn vật liệu thí 
nghiệm thích hợp thật hết sức quan trọng đối với việc nghiên cứu quy nạp 
bất kì một vấn để gì. Tôi cảm thấy có lẽ toán học về phương diện nào đó 
chính là vật liệu thí nghiệm thích hợp nhất để nghiên cứu suy luận quy nạp. 
Việc nghiên cứu này yêu cầu có một vài thí nghiệm tâm lí. Bạn hãy dùng 
kinh nghiệm thử lại xem các loại kết luận khác nhau có ảnh hưởng như thế 
nào đến niềm tin của bạn về giả thuyết đang được xét. Do các đối tượng toán 
học thường đơn giản và rõ ràng, nên chúng thích hợp nhất đối với loại thí 
nghiệm tâm lí này so với các đối tượng của bất kì một ngành nào khác. 
Trong những trang sau, bạn đọc sẽ hoàn toàn có thể thấy rõ điều đó. 

Về quan điểm triết học, tôi nghĩ rằng đáng lẽ xét một trường hợp riêng của 
suy luận quy nạp, ta xét quan niệm tổng quát hơn về suy luận có lí thì tốt 
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hơn. Tôi cho rằng các thí dụ trong quyển sách này dần dần chuẩn bị cho 
một quan điểm xác định và hoàn toàn thoả đáng của suy luận có lí. Tuy 
nhiên, tôi không bắt bạn đọc phải thừa nhận quan điểm của tôi. Thực tế, tôi 
không phát biểu các quan điểm đó trong quyển I, tôi muốn rằng các thí dụ 
tự nó nói ra. Bốn chương đầu của quyển II sẽ dành cho việc nghiên cứu 
tổng quát, rõ ràng hơn về suy luận có lí. Ở đây, tôi thiết lập một cách sơ đồ 
hoá các suy diễn có lí, nảy sinh từ các thí dụ được nêu, tôi cố gắng hệ 
thống hoá các sơ đồ này và điểm lại một số trong các quan hệ tương hỗ của 
chúng với nhau và quan hệ của chúng với các khái niệm về xác suất. 

Tác phẩm này là phần tiếp theo quyển Giổi một bài toán như thế nào? 
(NXB GD, 2008) trước đây của tôi. Bạn đọc quan tâm tới vấn đề nên đọc cả 
hai quyển, song trật tự không quan trọng lắm. Các bài trong quyển này được 
cấu tạo sao cho có thể đọc nó mà không phụ thuộc vào quyển trước. Trên 
thực tế, trong quyển sách này chỉ có một vài chỉ dẫn trực tiếp liên quan đến 
quyển sách trước và trong khi đọc lần đầu có thể không chú ý đến cũng được. 
Tuy vậy, các chỉ dẫn gián tiếp về quyển sách trước hầu như đều có trong 
mỗi trang và hầu như trong mỗi câu của một số trang ở quyển sách này. 
Thực tế, quyển sách này có nhiều bài tập và một số minh hoạ quan trọng 
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hơn mà quyển sách trước, do khuôn khổ và đặc tính sơ cấp của nó, chưa có. 
Nhiều phần của quyển sách này đã được trình bày trong các bài giảng của 
tôi, một số phần đã được trình bày vài lần. Trong một số phần và về một vài 
phương diện tôi giữ nguyên 8liọng văn nói. Tôi không nghĩ rằng nói chung 
nên dùng giọng văn ấy trong các tài liệu in về toán học, nhưng trong trường 
hợp này, điều đó có thể thích hợp hoặc ít ra có thể tha thứ được. 
Việc áp dụng một cách hiệu quả các suy luận có lí đóng vai trò rất quan 
trọng trong việc giải toán. Quyển sách này cố gắng minh hoạ vai trò đó 
bằng nhiều thí dụ, nhưng nhiều khía cạnh khác của việc giải toán, đòi hỏi 
sự minh hoạ tương tự, vẫn còn tồn tại. 

Nhiều vấn đề nói đến ở đây cần được tiếp tục hoàn thiện. Bạn đọc nên đối 
chiếu các quan điểm của tôi về suy luận có lí với quan điểm của các tác giả 
khác, nên xét các thí dụ có tính chất lịch sử một cách tỉ mỉ hơn, cũng nên 
nghiên cứu trong phạm vi có thể các quan điểm về phát minh và giảng dạy 
bằng các phương pháp tâm lí học thực nghiệm,... Còn nhiều vấn đề như vậy 
nhưng một vài vấn đề có thể là không có tác dụng. 

Quyển sách này không phải là sách giáo khoa. Song, tôi hi vọng rằng, với 
thời gian, quyển sách sẽ có ảnh hưởng đến việc trình bày thông thường của 
sách giáo khoa và việc lựa chọn phạm vi các vấn để. Vấn đề viết lại sách 
giáo khoa thông thường theo hướng vạch ra, không phải là phí công. 


George Polya 
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PHÉP QUY NẠP 


1. Kinh nghiệm và quan niệm 


Kinh nghiệm đưa đến sự thay đổi quan niệm của con người. Chúng ta học 
tập xuất phát từ kinh nghiệm, hay nói đúng hơn là chúng ta phải học tập từ kinh 
nghiệm. Sử dụng kinh nghiệm một cách hiệu quả nhất, đó là một trong những 
nhiệm vụ to lớn của con người, còn lao động để giải quyết nhiệm vụ đó là chức 
năng chân chính của các nhà bác học. 

Nhà bác học, đúng với danh hiệu đó, cố gắng rút ra quan niệm đúng đắn 
nhất từ kinh nghiệm đã biết và thu thập những kinh nghiệm thích hợp nhất để 
xây dựng nên quan niệm đúng về một vấn đề đặt ra. Phương pháp nhờ đó nhà 
bác học xử lí với kinh nghiệm thường gọi là phép quy nạp. Trong mục sau đây 
chúng ta sẽ nghiên cứu một thí dụ đơn giản. 


2. Sự tiếp xúc gợi ý 


Phép quy nạp thường bắt đầu bằng sự quan sát. Nhà khoa học tự nhiên có 
thể quan sát cuộc sống của loài chim, nhà tinh thể học quan sát hình dạng các 
tỉnh thể. Nhà toán học, quan tâm đến lí thuyết số, quan sát tính chất các số 
1,2, 9: đ me: 


Nếu bạn muốn quan sát cuộc sống của loài chim để có thể đạt được những 
kết quả lí thú, thì trong một chừng mực nào đó, bạn phải hiểu biết về chim, phải 
thích và thậm chí phải yêu loài chim nữa. Cũng như vậy, nếu bạn muốn quan sát 
những con số thì bạn phải thích thú với chúng và trong một mức độ nào đó, phải 
hiểu biết chúng. Bạn phải biết phân biệt số chắn và số lẻ, phải biết các số chính 
phương I, 4, 9, 16, 25,... và các số nguyên tố 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 27, 29... (tốt 
nhất là xem I như là "đơn vị" và không gộp nó vào các số nguyên tố); ngay cả 
với những kiến thức đơn giản bạn cũng có thể nhận thấy một cái gì thú vị. 

Ngẫu nhiên, bạn gặp các hệ thức: 

34+7=10; 3+17=20; 13+ 17 =30 
và bạn nhận thấy giữa chúng có một vài chỗ giống nhau. Bạn có ngay ý nghĩ là 
những số 3, 7, 13 và 17 là những số nguyên tố lẻ. Tổng của hai số nguyên tố lẻ 
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tất nhiên là số chắn. Thật vậy, các số 10, 20, 30 là chắn. Nhưng có thể nói gì về 
các số chắn khác? Chúng có thể được biểu diễn tương tự như vậy không? Số 
chắn đầu tiên bằng tổng của hai số nguyên tố lẻ, đương nhiên là 


6=3+3. 
Tìm tiếp, ta thấy: 
8§=3+5 
I0=3+7=5+5 
l12=5+7 


14=3+llI=7+7 
l6=3+13=5+II 

Cứ tiếp tục mãi thế chăng? Dù sao những trường hợp riêng đã khảo sát cũng 
làm chúng ta nghĩ tới một điều khẳng định chung là: “Mọi số chẳẵn lớn hơn 4 đều 
có thể biểu diễn dưới dạng tổng của hai số nguyên tố lẻ". Phân tích những trường 
hợp ngoại lệ - các số 2 và 4 không thể là tổng của hai số nguyên tố lẻ - chúng ta 
có thể bằng lòng với điều khẳng định ít trực tiếp hơn sau đây: Bá? kì một số chẵn 
nào không phải là số nguyên tố và không phải là bình phương của một số nguyên 
tố, cũng có thể biểu diễn dưới dạng tổng của hai số nguyên tố lẻ. 

Như thế là chúng ta đã phát biểu một giả thuyết. Chúng ta tìm thấy giả 
thuyết đó nhờ phép quy nạp. Nói một cách khác, giả thuyết đó nảy sinh trong 
chúng ta nhờ kết quả của sự quan sát và đã được chỉ ra bằng những thí dụ 
riêng biỆt. 

Những chỉ dẫn đó tương đối ít trọng lượng. Chúng ta chỉ có những cơ sở rất 
mong manh để tin vào giả thuyết của mình. Tuy nhiên, chúng ta có thể tìm thấy 
mệt nguồn an ủi ở chỗ là, cách đây hơn 200 năm, Goldbach (Gônbac), nhà toán 
học đầu tiên đã phát biểu giả thuyết đó, cũng không có cơ sở gì vững chắc hơn. 

Giả thuyết của Goldbach có đúng không? Ngày nay chưa ai có thể trả lời 
câu hỏi đó. Mặc dù một số nhà toán học vĩ đại đã có những cố gắng lớn nhằm 
làm sáng tỏ vấn đề, nhưng cho đến nay, giả thuyết của Goldbach cũng như ở 
thời Euler (Ơle), vẫn là một trong "nhiều tính chất của các số mà chúng ta rất 
quen thuộc, nhưng chúng ta vẫn chưa chứng minh hay bác bỏ được". 

Bây giờ, chúng ta hãy nhìn lại sau và cố gắng rút ra từ suy luận ở trên 
những bước có thể là điển hình đối với quá trình quy nạp. 

Trước tiên, chúng ta thấy một sự giống nhau nào đấy. Chúng ta biết rằng 
3, 7, 13 và 17 là những số nguyên tố, còn 10, 20 và 30 là những số chắn và ba 
hệ thức 3 + 7 = I0; 3 + 17 = 20; 13 + 17 = 30 là tương tự. 
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Bước tiếp theo là khái quát hoá. Từ bốn số 3, 7, 13 và 17, chúng ta chuyển 
sang toàn bộ những nguyên tố lẻ; từ 10, 20 và 30 — sang toàn bộ những số chắn 
và sau đó đến hệ thức tổng quát có thể có: 

Số chắn = số nguyên tố + số nguyên tố. 

Như vậy là chúng ta đã phát biểu chính xác một điều khẳng định tổng quát. 
Tuy nhiên, đó chỉ mới là giả thuyết, chỉ mới là điều "khẳng định thử", điều đó 
có nghĩa là điều khẳng định chưa được chứng minh thì không thể coi là chân lí, 
nó chỉ mới là cố gắng tiến tới chân lí. 

Tuy nhiên, giả thuyết đó có một vài điểm tiếp xúc gợi ý, tiếp xúc với kinh 
nghiệm, với các “sự kiện", với "thực tế”. Giả thuyết đó đúng với những số cụ 
thể 10, 20, 30 và cả với 6, 8, 12, 14, ló. 

Chúng ta đã mô tả trong những nét tổng quát giai đoạn đầu của quá trình 
quy nạp bằng những nhận xét đó. 


ö. Sự tiếp xúc củng cố „ 


Bạn không được quá tin vào bất kì một giả thuyết chưa được chứng minh 
nào, ngay cả những giả thuyết do những người có uy tín lớn đưa ra, cả những 
giả thuyết do chính bạn nêu ra. Bạn phải cố gắng chứng minh hay bác bỏ nó, 
bạn phải thử nó. 

Chúng ta hãy thử giả thuyết của Goldbach, nghĩa là nghiên cứu một số 
chắn nào đó và xét xem nó có phải là tổng của hai số nguyên tố lẻ hay không? 
Chẳng hạn, nghiên cứu số 60. Hãy thực hiện một phép "tựa thí nghiệm”, theo 
cách nói của Euler. Số chắn 60 có phải là tổng của hai số nguyên tố lẻ không? 
Đúng chăng là 60 = 5 + một số nguyên tố? Câu trả lời là không: 55 không phải 
là số nguyên tố. Nếu cứ như thế mãi thì ta sẽ không tin giả thuyết là đúng. 

Song, phép thử tiếp theo cho: 

60 =7 + 53 
và 53 là số nguyên tố. Thế là giả thuyết được xác nhận thêm trong một trường 
hợp nữa. 

Kết quả ngược lại sẽ quyết định số phận cuối cùng của giả thuyết Goldbach. 
Nếu thử với tất cả những số nguyên tố nhỏ hơn số chắn đã cho, chẳng hạn 60, 
mà vẫn không phân tích được số chẵn đó thành tổng hai số nguyên tố, thì ắt là 
bạn sẽ nghi ngờ giả thuyết. Xác nhận giả thuyết trong trường hợp số 60, bạn 
vẫn chưa đi đến kết luận dứt khoát. Tất nhiên là bạn không chứng minh định lí 
bằng một sự xác nhận duy nhất. Song, bạn sẽ xem sự xác nhận đó như là một 
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dấu hiệu thuận lợi, ủng hộ giả thuyết, làm cho nó có lí hơn. Còn việc coi dấu 
hiệu thận lợi đó có trọng lượng tới mức nào thì dĩ nhiên là việc riêng của bạn. 

Hãy trở lại một chút với số 60. Sau khi đã thử các số nguyên tố 3, 5, 7, 
chúng ta có thể thử tiếp những nguyên tố còn lại cho tới 30 (rõ ràng là không 
cần thiết phải tiếp tục quá 30 = 60 / 2 vì trong hai số nguyên tố, mà tổng bằng 
60, một số phải bé hơn 30). Bằng cách thử, chúng ta có được tất cả các cách 
phân tích 60 thành tổng của hai số nguyên tố: 

60 = 7+ 53 = 13+ 47= 17+43= 19+ 4l =23 + 27=29 +31. 

Chúng ta có thể tiến hành một cách có hệ thống và nghiên cứu từ số chẩn 
này đến số chắn khác như đã làm với số 60. Kết quả có thể viết trong bảng sau: 

6=3+3 

8§=3+5 

10=3+7=5+5 

I2=5+7 

I14=3+l1=7+7 
l6=3+l13=5+II 
IS=5+l3=7+Il 
20=3+17=7+13 
22=3+l9=5+l17=ll+ll 
24=5+l19=7+17=lI+l3 
26=3+23=7+19=l13+ l3 
28=5+23=II+l?7 
30=7+23=11+19=13+ 17 

Giả thuyết được xác nhận trong mọi trường hợp đã xét ở đây. Mỗi sự xác 
nhận kế tiếp trong bảng này nhấn mạnh giả thuyết, làm cho nó đáng tin cậy 
hơn, có lí hơn. Tất nhiên là không phải sự xác nhận đó được chứng minh với 
bất cứ số nào. 

Chúng ta cần nghiên cứu các quan sát, so sánh đối chiếu chúng và từ đó rút 
ra cái chìa khoá hiện nay chưa thể hiện rõ ràng. Trong trường hợp ở đây thì rất 
khó phát hiện ra từ bảng trên chiếc chìa khoá có thể giúp đỡ chúng ta thực sự. 
Tuy vậy, nhìn bảng cũng có thể nắm được ý nghĩa của giả thuyết. Bảng cho ta 
thấy có bao nhiêu cách biểu diễn một số chắn xếp trong bảng đó — thành tổng 
của hai số nguyên tố (với số 6, có một cách, với số 30, có ba cách). Số các cách 
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biểu điễn đó của một số chắn 2ø hình như là "tăng không đều" cùng với ø. Giả 
thuyết của Goldbach phản ánh niềm hi vọng rằng số các cách biểu diễn sẽ 
không bao giờ tụt xuống số 0 dù chúng ta có mở rộng bảng đến đâu. 

Những trường hợp riêng mà chúng ta đã nghiên cứu có thể chia thành hai 
nhóm, một nhóm trước khi phát biểu giả thuyết và một nhóm sau khi phát biểu 
giả thuyết. Nhóm đầu dẫn đến giả thuyết, nhóm sau củng cố giả thuyết. Mọi 
trường hợp — của cả hai nhóm - đều tạo nên một loại tiếp xúc giữa giả thuyết và 
"sự kiện". Bảng trên không phân biệt những điểm tiếp xúc "gợi ý” và "củng cố". 

Bây giờ hãy nhìn lại lập luận trên đây và cố gắng ghi nhớ những nét điển 
hình đối với quá trình quy nạp. Một khi giả thuyết đã được phát biểu, chúng ta sẽ 
cố gắng tìm hiểu xem nó đúng hay sai. Giả thuyết có tính chất tổng quát của 
chúng ta nảy sinh từ một số thí dụ riêng biệt mà nó được nghiệm đúng. Và chúng 
ta còn nghiên cứu thêm một số trường hợp đặc biệt khác. Vì giả thuyết đó đúng 
với mọi thí dụ đã được xét, nên niềm tin của chúng ta càng được tăng cường. 

Theo tôi, chúng ta mới chỉ làm những điều mà những người có lí trí thường 
làm. Và như vậy là chúng ta đã công nhận một nguyên tắc: Một khẳng định 
tổng quát có tính chất giả định trở nên có lí hơn nếu nó được xác nhận thêm 
trong một trường hợp đặc biệt khác. 


Phải chăng nguyên tắc đó là cơ sở của quá trình quy nạp? 


4. Phương pháp quy nạp 


Trong cuộc sống có người thường bám chặt vào ảo tưởng, nói một cách 
khác họ không dám nghiên cứu những khái niệm dễ dàng bị kinh nghiệm bác 
bỏ, vì họ ngại tinh thần mất cân bằng. 

Trong khoa học, chúng ta cần một phương pháp khác hẳn, đó là phương 
pháp quy nạp. Phương pháp này có mục đích làm cho quan niệm của chúng ta 
gần với kinh nghiệm ở mức độ có thể được. Nó đòi hỏi sự ưa thích nhất định 
đối với cái gì thực tế tôn tại. Nó đòi hỏi chúng ta sắn sàng từ sự khái quát rộng 
lớn nhất trở về với những quan sát cụ thể nhất. Nó đòi hỏi ta nói "có thể" và 
"có khả năng" với hàng nghìn mức độ khác nhau. Nó đòi hỏi nhiều điều khác 
và đặc biệt là ba điều sau đây: 

Một là, chúng ta phải sẵn sàng duyệt lại bất kì quan niệm nào của chúng ta. 

Hai là, chúng ta phải thay đổi quan niệm khi có lí do xác đáng. 

Ba là, chúng ta không được thay đổi quan niệm một cách tuỳ tiện, không 
có cơ sở đầy đủ. 
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Những nguyên tắc ấy tưởng như tầm thường nhưng phải có những đức tính 
khác thường mới theo được. Nguyên tắc thứ nhất đòi hỏi "sự dũng cảm của trí 
tuệ”. Bạn phải dũng cảm xem xét lại quan niệm của bạn. Galilei (Galilê), người 
đã bác bỏ những thành kiến cũ của những người đương thời và uy tín của 
Aristote, là một tấm gương vĩ đại về sự dũng cảm của trí tuệ. Nguyên tắc thứ hai 
đòi hỏi "sự trung thực của trí tuệ". Khư khư bảo vệ giả thuyết, rõ ràng là bị kinh 
nghiệm bác bỏ, chỉ vì đó là giả thuyết của tôi, như vậy là không trung thực. 

Nguyên tắc thứ ba đòi hỏi "tính nhẫn nại sáng suốt". Thay đổi quan niệm 
mà không có sự nghiên cứu nghiêm chỉnh, chẳng hạn chỉ vì chạy theo "mốt", là 
một điều ngu xuẩn. Song, chúng ta không có thì giờ và không đủ sức để nghiên 
cứu một cách nghiêm túc mọi quan niệm của chúng ta. Vì vậy, phải sáng suốt 
dành công việc hằng ngày, dành những thắc mắc, những nỗi hoài nghi nóng hổi 
của chúng ta cho những quan niệm mà chúng ta hi vọng có thể sửa được. Sự 
dũng cảm của trí tuệ, lòng trung thực và tính kiên trì sáng suốt là phẩm chất 
cao quý của nhà bác học. 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH 
VỀ CHƯƠNG I 


1. Dự đoán xem những số hạng của dấy số sau được chọn theo quy tắc nào? 
11,31, đi, ố1, 71, lỎI, 151... 


2. Xét bảng 
] =0+l 
2+3+4 =l+8 
5+6+7+8+09 =8+27 


10+l11+12+13+14+15+l6=27+64 
Dự đoán xem thí dụ đó theo đúng quy luật chung nào? Biểu diễn bằng kí 
hiệu toán học và chứng mình. 
3. Xi giá trị của các tổng liên tiếp: 
1l; 1+3; lI+3+5; l+3+5+?7;... 
có theo quy tắc đơn giản nào không? 
4. Xét giá trị của các tổng liên tiếp: 
1l; I+8; I+8+27; I+8+27+6Ó13,... 


có theo quy tắc đơn giản nào không? 
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19. 


Ba cạnh của một tam giác có chiêu dài tương ứng là l, m và n; 1, m, n là 
những số nguyên dương, 1 <m <ñ. Với một số n cho trước có bao nhiêu 
tam giác khác nhau? (lấy n = Ì, 2, 3,4, 5.. -)- Tìm quy luật chung biểu diễn 
số tam giác theo n. 

Ba số hạng đầu của một dãy là 5, 15, 25... (số tận cùng bởi 5) chia hết 
cho 5. Những số hạng tiếp theo có chia hết cho 5 không? 

Ba số hạng đâu của một dãy là 3, 13, 23,... (số tận cùng bởi 3) là những số 
nguyên tố. Những số hạng tiếp theo có phải là số nguyên tố không? 

Nhờ các phép tính hình thức, chúng ta tìm thấy: 


(1+11x+21z2+31x? +ái xt +51 x +61 x”+.J  = 


=1~x—#2 —3x” —13x° ~7laz” —461xỂ —... 
Từ đó xuất hiện hai giả thuyết về các hệ số tiếp theo của chuỗi luỹ thừa ở 
vế phải: 1) Tất cả các hệ số đó đêu âm. 2) Tất cả các hệ số đó đều là số 
nguyên tố. Các giả thuyết đó có đáng tin cậy như nhau không? 


ý 3sY 2 
Đặt hà  c “ki cu, 
1 3 3 li ' ôi 
Chúng ta tìm thấy rằng: 
n=0 l 2 3 4 5 6 7 8 9 
=Ì 1 1 2 4 14 38 216 600 6240 


Hãy phát biểu thành một giả thuyết. 
Nhà toán học Pháp vĩ đại Fermat (Phecma) đã xét dãy số 
Ñ: l7. ái, G221 p‹e 


với số hạng tổng quát 2“ ?“ + 1. Ông nhận thấy rằng bốn số hạng đầu tiên - 
đã viết ra ở trên - tương ứng với n = 1, 2, 3 và 4, là những số nguyên tố. 
Ông giả định rằng những số tiếp theo cũng là những số nguyên tố. Tuy 
không chứng mình được, ông vẫn tín rằng giả thuyết của mình là đúng và 
đã thách Vallis và các nhà toán học Anh chứng minh giả thuyết đó. Nhưng 
Euler đã tìm thấy rằng ngay số hạng tiếp theo 3 #1 ứng với n = 5 không 
phải là số nguyên tố (chia hết cho 614). Euler viết: "Chúng ta đã thấy một 
trường hợp mà phép quy nạp giản đơn dẫn đến sai lâm”. 

Kiểm tra giả thuyết của Goldbach đối với 2n = 60, chúng ta lân lượt thứ với 
những số nguyên tố p đến n = 30. Nhưng cũng có thể thử với những số 


1 


1 


° 


nguyên tố p` giữa n = 30 và 2n = 60. Đối với những số n lớn thì cách nào 
nhanh và thuận lợi hơn? 

Trong từ điển, bạn thấy trong những lời giải thích về các từ "quy nạp”, "thí 
nghiệm” và “quan sát" những câu như sau: 

“Quy nạp là rút ra quy luật chung từ những trường hợp riêng hay trình bày 
những sự kiện để chứng mình một điều khẳng định chung”. 

“Thí nghiệm là biện pháp để kiểm tru giả thuyết". 

“Quan sát là theo dõi kĩ và ghỉ lại những hiện tượng dưới hình thức mà các 
hiện tượng đó thể hiện trong thiên nhiên, về một nguyên nhân, kết quả hoặc 
mối liên hệ giữa chúng". 

Những câu trên có áp dụng được cho những thí dụ của chúng ta ở §2 và 3 
không? 


12. Có và không 
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Nhà toán học cũng như nhà khoa học tự nhiên, khi kiểm tra các hệ quả 
của một định luật chung đã được nêu lên do quan sát đã đặt câu hỏi sau 
đây với Thiên nhiên: "Tôi cảm thấy định luật này đúng. Nhưng nó có đúng 


-_ hay không?". Nếu hệ quả rõ ràng bị bác bỏ, thì định luật ấy không thể 


đúng. Nếu hệ quả rõ ràng được xác nhận thì có thêm một số chứng cớ 
chứng tổ rằng định luật có thể đúng. Thiên nhiên có thể trả lời "có" hoặc 


__ không”, nhưng trong khi nó trả lời thâm một cách thì nó lại lớn tiếng nói 


lên một cách khác. Câu trả lời "có" thì có điều kiện, còn câu trả lời 
“không” thì dứt khoát. 
Kinh nghiệm và hành động 


Kinh nghiệm thay đổi hành động đông thời thay đổi quan niệm của con 
người. Hai sự việc đó thực ra không phải độc lập với nhau. Hành động 
thường là kết quả của quan niệm và quan niệm là cái "thế " của hành động. 
Tuy nhiên bạn chỉ có thể nhìn thấy hành động của một con người khác, chứ 
không thể nào nhìn thấy quan niệm của họ. Hành động dễ quan sát hơn là 
quan niệm. Mọi người đều biết câu tục ngữ: "Trẻ bị bỏng sợ lửa". Câu tục 
ngữ đó phản ánh đúng điều vừa nói trên: kinh kớu “ãi làm thay đổi hành 
động của con người. 


Đáng. Kinh nghiệm làm thay đổi cả hành động của loài vật. 

Gần chỗ tôi có một con chó dữ, nó sủa và thấy ai là xông đến. Nhưng tôi 
đã phát hiện ra rằng có thể tự bảo vệ dễ dàng: nếu tôi cúi xuống và làm bộ 
nhặt một hòn đá thì con chó chạy lồng lên. Không phải con chó nào cũng 
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hành động như thế. Và cũng dễ biết kinh nghiệm gì đã dạy cho con chó nói 
trên hành động như vậy. 

Nghiên cứa hành động của loài vật cũng có thể giúp cho ta nghiên cứu đây 
đủ phép quy nạp. 

Nhà logic học, nhà toán học, nhà vật lí học và kĩ sư 

Nhà logic học nói: "Hãy xem nhà toán học. Ông ta nhận xét rằng 99 số 
đâu bé hơn 100, và từ đó với cái mà ông ta gọi là quy nạp, ông ta kết luận 
rằng tất cả các số đêu bé hơn 100”. 

Nhà toán học nói: "Nhà vật lí học tin rằng 60 chia hết cho mọi số. Ông ta 
nhận xét rằng 60 chia hết cho I, 2, 3, 4, 5 và 6. Ông ta kiểm tra vớii một 
vài số khác chẳng hạn 10, 20 và 30. Những số này được chọn - theo ông ta 
nói - một cách hú hoạ. Vì rằng 60 cũng chia hết cho những số đó nên ông 
ta cho rằng những thí nghiệm đó là đủ rồi”. 

Nhà vật lí học nói: "Vâng, hãy theo dõi kĩ sự. Anh ta nghĩ rằng mọi số lẻ 
đều là nguyên tố. 

Anh ta chứng minh như sau: trong mọi trường hợp số I đêu được xem là số 
nguyên tố. Tiếp đó 3, 5, 7 rõ ràng là số nguyên tố. Đáng tiếc là sau đó số 9 
không phải là số nguyên tố. Nhưng 11 và 13 lại là số nguyên tố. Trở lại 
trường hợp số 9 - anh ta nói - tôi kết luận rằng 9 phải là một sai lâm của 
thực nghiệm”. 

Rõ ràng là quy nạp có thể dẫn đến sai lâm. Song điều nổi bật là phép quy 
nạp đôi khi cũng đưa đến chân lí, mặc dà khả năng xuất hiện sai lầm trội 
hơn nhiêu. Ta phải bắt đâu nghiên cứu từ những trường hợp hiển nhiên mà 
phép quy nạp bị thất bại, hay từ những trường hợp lí thú trong đó phép quy 
nạp đưa đến sự thành công? Nghiên cứu những viên ngọc quý rõ ràng là 
hấp dẫn hơn nghiên cứu những viên sỏi bình thường. Hơn thế nữa, chính 
những viên ngọc quý đã đưa nhà khoáng vật học đi vào khoa học tuyệt diệu 
- khòa tỉnh thể học. 
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KHÁI QUÁT HOÁ, ĐẶC BIỆT HOÁ 
VÀ TƯƠNG TỰ 


1. Khái quát hoá, đặc biệt hoá, tương tự và quy nạp 


Hãy xét lại một lần nữa thí dụ về suy luận quy nạp mà chúng ta đã phân tích 
khá chi tiết (1.2, 1.3). Đầu tiên chúng ta nhận thấy sự ương tự giữa ba hệ thức: 

34+7=10, 3+17=20, 13 + 17 =30. 

Chúng ta khái quát hoá, nâng từ 3, 7, 13 và 17 lên tất cả các số nguyên tố; 
và từ 10, 20 và 30 lên tất cả các số chẵn, sau đó chúng ta đặc biệt hoá, trở về 
nghiên cứu những số chắn khác nhau như 6, 8 hay 60. 

Thí dụ đầu tiên đó rất đơn giản. Nó minh hoạ hoàn toàn đúng đắn vai trò 
của khái quát hoá, đặc biệt hoá và tương tự trong suy luận quy nạp. Tuy nhiên, 
cần phải nghiên cứu những minh hoạ phong phú hơn, rõ ràng hơn. Và trước đó, 
cần phải xem xét bản thân sự khái quát hoá, sự đặc biệt hoá, sự tương tự, những 
nguồn gốc vĩ đại của phát minh. 


2. Khái quát hoá 


Khái quát hoá là chuyển từ việc nghiên cứu một tập hợp đối tượng đã cho 
đến việc nghiên cứu một tập hợp lớn hơn, bao gồm cả tập hợp ban đầu. Chẳng 
hạn, chúng ta khái quát hoá khi chuyển từ việc nghiên cứu những tam giác sang 
việc nghiên cứu những đa giác với số cạnh tuỳ ý. Chúng ta cũng khái quát hoá 
khi chuyển từ việc nghiên cứu những hàm số lượng giác của góc nhọn sang 
việc nghiên cứu những hàm số lượng giác của một góc tuỳ ý. 

Có thể nhận thấy rằng trong hai thí dụ trên, sự khái quát hoá đã được thực 
hiện theo hai hướng có tính chất khác nhau. Ở thí dụ đầu, trong việc chuyển từ tam 
giác sang đa giác z cạnh chúng ta đã thay hằng số bởi biến số, thay số không 
đổi 3 bởi số tuỳ ý n (chỉ giới hạn bởi bất đẳng thức n > 3), ở thí dụ 2, khi chuyển 
từ góc nhọn sang góc tuỳ ý ơ, chúng ta đã vứt bỏ điều hạn chế 0° < œ < 900. 
Chúng ta thường khái quát hoá bằng cách chuyển từ chỗ chỉ xét một đối tượng, 
sang việc xét toàn thể một lớp bao gồm cả đối tượng đó. 
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8. Đặc biệt hoá 


Đặc biệt hoá là chuyển từ việc nghiên cứu một tập hợp đối tượng đã cho 
sang việc nghiên cứu một tập hợp nhỏ hơn chứa trong tập hợp đã cho. Chẳng 
hạn, chúng ta đặc biệt hoá khi chuyển từ việc nghiên cứu đa giác sang nghiên 
cứu những đa giác đều và tiếp tục đặc biệt hoá khi chuyển từ đa giác đều ø 
cạnh sang tam giác đều. : 

Hai bước chuyển lần lượt trên đây được thực hiện theo hai phương hướng 
có tính chất khác nhau. Trong bước chuyển thứ nhất, từ đa giác đến đa giác đều 
chúng ta có sự hạn chế, cụ thể là yêu cầu tất cả các cạnh và tất cả các góc của 
đa giác phải bằng nhau. Trong bước chuyển thứ hai, chúng ta thay đối tượng 
biến thiên bằng đối tượng cụ thể, thay biến số tự nhiên ø bằng số 3. 

Chúng ta thường tiến hành đặc biệt hoá khi chuyển từ cả một lớp đối tượng 
đến một đối tượng của lớp đó. Chẳng hạn, muốn kiểm tra một mệnh đề phát 
biểu chung cho mọi số nguyên tố, chúng ta chợn một số nguyên tố cụ thể nào 
đó, thí dụ 17 và xét xem mệnh để khái quát đó đúng hay không với số 17 ấy. 


4. Tương tự 


Các khái niệm khái quát hoá và đặc biệt hoá đã rõ ràng và không có gì 
đáng nghi ngờ cả. Nhưng khi bước vào nghiên cứu sự tương tự thì chúng ta có 
một cơ sở kém vững chắc hơn. 

Tương tự là một kiểu giống nhau nào đó. Có thể nói tương tự là giống nhau 
nhưng ở mức độ xác định hơn và ở mức độ được phản ánh bằng khái niệm. Tuy 
vậy, chúng ta có thể diễn tả chính xác hơn một chút. Theo tôi, sự khác nhau 
căn bản giữa tương tự và những loại giống nhau khác là ở ý định của người 
đang suy nghĩ. Những đối tượng giống nhau phù hợp với nhau trong một quan 
hệ nào đó. Nếu bạn có ý định quy mối quan hệ trong đó các đối tượng phù hợp 
với nhau về những khái niệm đã định thì bạn sẽ xem những đối tượng giống 
nhau ấy như là những đối tượng tương tự. Và nếu bạn đạt tới những khái niệm 
rõ ràng, thì tức là bạn làm sáng tỏ sự tương tự. 

Tôi nghĩ rằng khi so sánh người phụ nữ trẻ với một đoá hoa, nhà thơ cũng 
cảm thấy một đôi chỗ giống nhau, nhưng thông thường họ không nói đến sự 
tương tự. Thật vậy, chưa chắc họ đã có ý định gạt bỏ các xúc cảm và đưa sự SO 
sánh đó tới một cái gì có thể đo được, hay xác định được bằng những khái niệm. 


Ở viện bảo tàng lịch sử tự nhiên, khi xem những bộ xương của các động vật 
có vú khác nhau, bạn có thể thấy rằng cái nào cũng khủng khiếp cả. Nhưng nếu 
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chỉ nhìn thấy tất cả sự giống nhau là ở đó, thì bạn sẽ không thấy được một sự 
tương tự nổi bật. Tuy nhiên, bạn có thể nhận thấy một sự tương tự có nhiều ý 
nghĩa nếu bạn nghiên cứu bàn tay con người, chân con mèo, chân trước của con 
ngựa, vây của con cá và cánh của con dơi. Đó là những cơ quan sử dụng rất 
khác nhau, nhưng lại được cấu tạo bằng những bộ phận giống nhau và có mối 
quan hệ giống nhau. 

Thí dụ cuối cùng minh hoạ một trường hợp tương tự điển hình nhất; hai hệ 
là tương tự nếu chúng phù hợp với nhau trong các mối quan hệ xác định rõ 
ràng giữa những bộ phận tương ứng. 

Thí dụ, tam giác trên mặt phẳng tương tự với tứ diện trong không gian. 
Trên mặt phẳng hai đường thắng không thể tạo nên một hình có giới hạn, còn 
ba đường thẳng thì có thể tạo nên một tam giác. Trong không gian ba mặt 
phẳng không thể tạo nên một vật thể có giới hạn, còn 4 mặt phẳng thì có thể 
tạo nên một tứ diện. Quan hệ của tam giác đối với mặt phẳng cũng y như quan 
hệ của tứ diện đối với không gian, vì cả tam giác và tứ diện đều được giới hạn 
bởi số tối thiểu những yếu tố cơ bản. Sự tương tự là ở chỗ đó. 

Danh từ "tương tự” bắt nguồn ở một từ Hy-lạp "a-na-lô-gi-a". Từ này có 
một nghĩa là "tỉ lệ". Thật vậy, hệ hai số 6 và 9 tương tự với hệ hai số 10 và 15, 
vì t¡ số giữa những số tương ứng thoả mãn hệ thức: 

6:9=10: 15. 

“Tính tỉ lệ” hay tỉ số giữa những bộ phận tương ứng mà chúng ta có thể 
thấy một cách trực quan trong những hình đồng dạng của hình học, gợi ý cho ta 
một trường hợp về tương tự. 

Và đây là một thí dụ khác. Có thể xem tam giác và hình chóp như những 
hình tương tự - một mặt hãy lấy một đoạn thẳng và mặt khác hãy lấy một đa 
giác. Nối hai điểm của đoạn thẳng với một điểm ở ngoài đường thẳng chứa 
đoạn thẳng, bạn được một tam giác. Nối tất cả các điểm của đa giác với một 
điểm ở ngoài mặt phẳng của đa giác, bạn được một hình chóp. Cũng bằng cách 
đó, có thể xem hình bình hành và hình lăng trụ là tương tự với nhau. Thật vậy, 
hãy di chuyển đoạn thẳng hay đa giác song song với chính nó - theo một 
phương không song song với đoạn thẳng hay mặt phẳng của đa giác. Ta sẽ 
được một hình bình hành trong trường hợp đầu, và một hình lăng trụ trong 
trường hợp sau. 

Có thể là bạn sẽ rất muốn diễn tả mối tương quan giữa các hình phẳng và 
các vật thể không gian bằng một loại "tỉ lệ" nào đó, và nếu bạn chưa giải quyết 
được thì hãy xem hình 2.1. Trong hình này ý nghĩa thông thường của vài kí 
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hiệu (: và =) đã được biến dạng, theo hướng như trước đây, trong lịch sử ngôn 
ngữ, từ "tỉ lệ” đã biến dạng thành từ "tương tự”. 


ÄS.ˆ/:Â 


Hình 2.1. Quan hệ tương tự trên mặt phẳng và trong không gian 


Thí dụ trên đây còn có ích ở một phương diện khác. Sự tương tự, nhất là 
những sự tương tự chưa được giải thích đây đủ, có thể có hai ý nghĩa. Chẳng 
hạn như khi so sánh hình học phẳng và hình học không gian, trước hết ta thấy 
tam giác trên mặt phẳng tương tự với tứ diện trong không gian, và sau đó tam 
giác tương tự với hình chóp. Cả hai đều hợp lí và mỗi cái có ý nghĩa riêng của - 
nó. Giữa hình học phẳng và hình học không gian có một số điểm tương tự, chứ 
không phải chỉ có một sự tương tự duy nhất. 

Hình 2.2 chỉ rõ xuất phát từ tam giác chúng ta có thể tiến lên đa giác bằng 
khái quát hoá, trở về tam giác đều bằng đặc biệt hoá, hoặc chuyển sang những 
vật thể không gian khác nhau bằng tương tự - tương tự trong mọi khía cạnh. 


khái quát 


hoá « 7 : 


| 
À-<A-€ 


tương tự 
đặc biệt 
hoá 


Hình 2.2. Khái quát hoá, đặc biệt hoá và tương tự 


Và hãy nhớ rằng, đừng coi thường những sự tương tự lờ mờ, nhưng muốn 
cho chúng được coi trọng thì cần phải giải thích rõ ràng. 
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5. Khái quát hoá, đặc biệt hoá và tương tự thường hợp tác với nhau 
trong việc giải quyết những vấn đề toán học. 


Có thể lấy định lí Pythagore (Py-ta-go), một định lí nổi tiếng của toán học 
sơ cấp làm thí dụ. Phép chứng minh mà chúng tôi trình bày ở đây không phải là 
mới, mà chính là phép chứng minh của Euclide (Ơclit). 

1) Xét tam giác vuông có cạnh zø, b, c; z là cạnh huyền. Chúng ta muốn 
chứng minh rằng: 

a^=b +? (A) 

Mục đích ấy gợi ý cho ta dựng những hình vuông trên ba cạnh của tam 
giác. Và như vậy, chúng ta tiến tới làm quen với phần I của hình 2.3 (Bạn đọc 
hãy đánh dấu những phần của hình vẽ này, nó xuất hiện đến đâu đánh dấu đến 
đấy, để hiểu rõ nó đã được nảy sinh như thế nào). 


ö du” lX 
tương tự 


Hình 2.3 


2) Các phát minh, ngay cả những phát minh rất đơn giản, cũng đòi hỏi phải 
nhận thức được một cái gì đó, hiểu rõ được một mối liên hệ nào đó. Chúng ta 
có thể tìm ra cách chứng minh - chứng minh này sẽ được trình bày ở dưới - nếu 
chúng ta nhận thấy sự tương tự giữa phần I đã quen thuộc của hình 2.3 và phần 
HH chưa chắc đã kém quen thuộc hơn: II cũng chính là tam giác vuông trong I 
được tách thành hai bởi đường cao ứng với cạnh huyền. 

3) Có thể bạn không thấy được sự tương tự giữa I và II. Có thể làm sáng tỏ 
sự tương tự đó bằng cách khái quát hoá đồng thời các hình I và H, thể hiện ở 


V49, 


hình HI. Ở đấy, chúng ta vẫn có tam giác vuông đã cho và trên ba cạnh của nó 
ta dựng ba đa giác tuỳ ý đồng dạng với nhau. 

4) Diện tích hình vuông dựng trên cạnh huyền ở hình I bằng d”, Diện tích 
của đa giác không đều dựng trên cạnh huyền ở hình III có thể đặt là A¿ˆ,.thừa 
số ^ là tỉ số của hai diện tích nói trên. Trong hình II, ba đa giác dựng trên ba 
cạnh a, b, c của tam giác vuông là đồng dạng với nhau. Từ đó Suy ra diện tích 
của chúng theo thứ tự bằng A4, Xb”, 1é, 

Bây giờ, nếu phương trình (A) đúng (theo yêu cầu của định lí cần chứng 
minh) thì phương trình sau đây cũng đúng: 

Àd^=Ab? + c2 (B) 

Thật vậy, chỉ cần sử dụng chút ít đại số là có thể từ (A) suy ra (B). Bây giờ 
(B) là khái quát hoá của định lí Pythagore nêu ban đâu: Nếu trên ba cạnh của 
một tam giác vuông ta dựng ba đa giác đồng dạng thì diện tích của đa giác 
dựng trên cạnh huyền bằng tổng diện tích của hai đa giác kia. 

Cần chú ý rằng trường hợp tổng quát này /øng đương với trường hợp riêng 
xuất phát. Thật vậy, từ đẳng thức (A) có thể suy ra (B) và ngược lại, bằng cách 
nhân hay chia với ^ (^. khác 0O vì là tỉ số hai diện tích). 

5) Định lí tổng quát thể hiện ở đẳng thức (B) không những chỉ tương đương 
với trường hợp riêng (A) mà tương đương với mọi trường hợp riêng khác. Do 
đó, nếu một trường hợp riêng nào đó đã được chứng minh, thì trường hợp tổng 
quát cũng được chứng minh. 

Vậy chỉ cần tìm một trường hợp riêng nào đó thuận lợi nhất cho việc chứng 
minh. Có thể chọn trường hợp của hình II Thật vậy, tam giác vuông dựng trên 
cạnh huyền của nó rõ ràng là đồng dạng với hai tam giác vuông kia, dựng trên 
hai cạnh góc vuông của tam giác vuông đã cho. Tất nhiên là diện tích của cả 
tam giác bằng tổng diện tích hai phần của nó. Như vậy là định lí Pythagore đã 
được chứng minh. 

Suy luận trên đây hết sức có ích. Một trường hợp sẽ được gọi là có ích nếu 
ta có thể rút ra những bài học áp dụng được cho những trường hợp khác, và nó 
càng có ích nếu phạm vi áp dụng càng rộng. Trong thí dụ trên đây, chúng ta có 
thể học tập được những thao tác tư duy cơ bản như khái quát hoá, đặc biệt hoá 
và nhận thức về tương tự. Có thể là sẽ không có một phát minh nào trong toán 
học sơ cấp cũng như cao cấp, thậm chí trong bất cứ lĩnh vực nào, nếu ta không 
dùng những thao tác tư duy đó, đặc biệt là nếu không dùng phép tương tự. 


23 


Thí dụ trên đây chỉ rõ rằng từ một trường hợp riêng (trường hợp của hình D, 
bằng khái quát hoá có thể tiến lên một tình huống tổng quát hơn (hình II) và từ 
đó, bằng đặc biệt hoá, ta lại trở về một trường hợp tương tự (như hình II). Thí 
dụ đó còn chứng tỏ rằng một trường hợp tổng quát có thể tương đương về mặt 
logic với một trường hợp đặc biệt. Sự việc đó rất bình thường trong toán học 
nhưng không kém phần lí thú đối với người mới học cũng như đối với những 
nhà triết học thông thái. Thí dụ ấy cũng chứng tỏ một cách rất đơn giản nhưng 
rõ ràng rằng các phép khái quát hoá, đặc biệt hoá và tương tự kết hợp một cách 
tự nhiên trong khi cố gắng tìm kiếm lời giải của bài toán. 

Cũng cần chú ý rằng: muốn hiểu đầy đủ những lập luận trên đây, chỉ cần 
rất ít những kiến thức sơ bộ. 


G. Phát minh bằng tương tự 


Phép tương tự có lẽ là có mặt trong mọi phát minh, và trong một số phát 
minh nó chiếm vai trò quan trọng hơn cả. Tôi muốn minh hoạ điều đó băng 
một thí dụ, không hoàn toàn sơ cấp, nhưng lí thú về mặt lịch sử và gây được 


một ấn tượng mạnh mẽ hơn bất cứ một thí dụ SƠ cấp nào mà tôi biết. 


Jacob Bernoulli (Iacôp Becnuli), nhà toán học Thụy Sĩ (1654 - 1705), người 
cùng thời với Newton (Niutơn) và Leibmz (Lepnit), đã phát minh ra tổng của 
nhiều chuỗi vô hạn; nhưng ông không tìm được tổng của các chuỗi nghịch đảo 
của các bình phương: 

lá 1U ii de s4 2 key 
4 9 16 235 36 9 

Bernoulli viết: "Cho đến nay, tôi đã cố gắng nhiều nhưng vẫn không tìm ra. 
Ai tìm được và cho biết thì tôi xin cảm ơn vô cùng”. 

Một nhà toán học Thụy Sĩ khác đã chú ý tới bài toán đó. Đó là Leonhard 
Euler (Ơle, 1707-1783). Cũng như Jacob, ông sinh ở Baden và là học trò của 
Johann Bernoulli (Iôhan Becnuli, 1667-1748), em trai của Jacob. Ông thấy 
nhiều biểu thức khác nhau của tổng cần tìm (những tích phân định hạn, những 
chuỗi khác), nhưng không biểu thức nào làm ông vừa lòng. Ông dùng một 
trong những biểu thức đó để tính tổng trên chính xác đến 7 chữ số (1,644934). 
Nhưng đó chỉ là giá trị gần đúng, mà mục đích của ông là tìm giá trị đúng. 
Cuối cùng, ông đã tìm ra giá trị đó. Bằng tương tự ông đã đi đến một giả thuyết 
cực kì táo bạo. 

1) Hãy bắt đầu bằng cách điểm qua một vài sự kiện đại số sơ cấp có vai trò 
quan trọng trong phát minh của Euler. Nếu phương trình bậc 0: 
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đọ + aix + aax” +...+đ„x` =0 
có nghiệm phân biệt đi, đ2...., đ„ thì đa thức ở vế trái của VIGHg trình có › thể 
biểu diễn thành Heh của ø thừa số bậc nhất: 
đọ + aịx sã da +... +” = đ„(x — ĐỊ)(X — 02)...(X — Quy). 


So sánh những số hạng cùng bậc đối với x ở hai vế của đồng nhất thức ấy, 
ta rút được những hệ thức đã biết giữa các nghiệm và các hệ số của phương 
trình. Hệ thức đơn giản nhất là: : 

đạ.¡ = —a,(Œ¡ + Q +... + O„) 
tìm được bằng cách so sánh những số hạng chứa x"1 

Việc phân tích thành những thừa số bậc nhất có thể làm theo cách khác. 
Nếu các nghiệm ơi, đ¿,..., Œ„ đều khác 0, hay (cũng thế) nếu zọ khác 0, thì 
chúng ta có: ' 


đọ + dịX + 62x” +... + đựk” = dọ 1z. se= 
Ới “: Ổn 


Ộ Ệ 1 =) 
và đi =-dg — + — +...+—). 
ữi 42) Ấn 


Còn có một cách khác. Giả sử phương trình bậc 2ø có dạng: 
bo =bu+ bu +... + ÔTT'6u¿ =0 
và có 2n nghiệm phân biệt là: 
Bi, -Bu› Ba; —Ba›---› Pa; Bị: 
Thế thì: 


bà — bUỔ + bu +. e1 bv?=b lo. La. Nhớ 
0 1 2 “.. n —:VWD 8 8 ... 2 


à l l l 
và Tra -+m] 


2) Euler xét phương trình sinx = 0 hay 
x x x x 
————+———_-—-+r+...Ô. 
¡l T123 13343 12307 
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1t 


Vế trái có vô số số hạng, nó có "bậc vô tận 
ngạc nhiên rằng nó có vô số nghiệm: 


. Vì vậy, Euler nói - không nên 


Ô, 4, —7t, 27t, —27t, 37t, —317t,... 


Euler bỏ nghiệm 0 đi, ông chia vế trái của phương trình cho x, thừa số bậc 
nhất ứng với nghiệm 0O, và có phương trình sau đây: 


x xi x 


+ 
cư ng C On 


với các nghiệm: 
71L, —TL, 21L, —21t, 37t, —31t,... 
Chúng ta đã gặp một tình huống tương tự trước đây, khi xét cách phân tích 
thành những thừa số bậc nhất ở cuối phần I. Bằng phương pháp tương tự, Euler 
kết luận rằng: 


Sin x X là xế x xF x 
“Í = —=+ - +. =|f——|lï= l—> 
x 33 1#38Mš Z4..7 „ 4zˆ 9z 
| 


1 1 | 
——“=_—-#—#—y+ 
)ã #œ@  # 6z? 
T1 m7 
l+—+—+— =—. 
4 9 16 6 


Đó chính là chuỗi số mà những cố gắng của Jacob Bernoulli không đi đến 
kết quả. Nhưng kết luận của Euler rất táo bạo. 

3) Euler biết rất rõ rằng kết luận của mình là táo bạo. Mười năm về sau ông 
viết: "Đây là một phương pháp mới và chưa từng được dùng vào mục đích như 
vậy”. Chính ông đã bị một số ý kiến phản đối, trong đó có ý kiến của một số 
nhà toán học bạn ông đưa ra, khi họ đã trấn nh lại sau những phút khâm phục 
và kinh ngạc đầu tiên. 

Tuy nhiên, Euler đã có những cơ sở để tin vào phát minh của mình. Trước 
hết, giá trị số tổng của chuỗi mà ông đã tính trước đây đều khớp với 5 cho tới 
chữ số cuối cùng. So sánh những hệ số tiếp theo trong biểu thức của sinv ở 


dạng tích, ông đã tìm ra tổng của một chuỗi nổi tiếng khác, đó là chuỗi số 
nghịch đảo của các luỹ thừa bậc bốn: 
lL.Ÿ | ] z 
l+—=+—+——+_—r+.... Ề 
l6 81 256 625 90 


Ong lại nghiên cứu giá trị số tổng của chuỗi và lại tìm thấy sự phù hợp. 
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4) Euler đã thử phương pháp của mình cả với những thí dụ khác. Ông lại 
2 

tìm thấy tổng là rà đối với chuỗi của Jacob Bernoulli bằng những thay đổi 
khác nhau về hình thức đối với phương pháp đầu tiên của mình. Nhờ đó, Euler 
cũng đã tính được tổng của một chuỗi quan trọng khác do Leibniz đề ra. 

Chúng ta hãy xét vấn đề sau cùng này. Euler làm như sau: 

Xét phương trình 1 — sinx = Ô. 

Các nghiệm của phương trình là: 


Ð Ố 5m ÔN ái 


27 H5 KX% Lx 2” 3 ”m 

Mỗi nghiệm đó đều là nghiệm kép (tại những điểm có hoành độ ấy, đường 
cong y = sinx không cắt mà tiếp xúc với đường thẳng y = 1. Đạo hàm bậc nhất 
của vế trái triệt tiêu với những giá trị trên của x, nhưng đạo hàm bậc hai thì 
không triệt tiêu). 


Do đó, phương trình: 


1— in. +... =0Ũ 
I1 1.23  1.2.3.4.5 
có các nghiệm: 
x1. 3m. 3z. 31, 31, _ 17, T7r 
h5 nh U86 ng 6 8 ỦY 
và bằng kết luận tương tự, Euler đã phân tích thành thừa số bậc nhất: 
x” x 


-(-#ƒ(-Ej -E] \-5} 


So sánh các hệ số của x ở hai vế của đẳng thức, ta được: 


G32|— 


Đó là chuỗi nổi tiếng của Leibniz. Biện pháp táo bạo của Euler cũng đạt 
được kết quả đã biết. Euler viết: "Ở đây, phương pháp của chúng ta - một 


>4) 


phương pháp hình như chưa đủ vững chắc, đã được xác nhận một cách hùng 
hồn. Vì vậy, nói chung không nên nghỉ ngờ những kết quả khác thu được bằng 
phương pháp này". 

5) Tuy thế, Euler vẫn tiếp tục nghỉ ngờ. Ông vẫn tiếp tục kiểm tra bằng số 
như đã nói ở phần 3); nghiên cứu thêm nhiều chuỗi, thêm nhiều số thập phân và 
trong mọi trường hợp ông đều thấy sự phù hợp. Ông thử cả với những phương 
pháp khác, và cuối cùng không những ông đã tìm được giá trị gần đúng mà cả 


2 
tổng đúng ra của chuỗi Jacob Bernoulli. 


Ông đã tìm được một cách chứng minh mới. Phép chứng minh này tuy kín 
đáo và tế nhị nhưng đã dựa trên những lí lẽ đơn giản hơn và đã được công nhận 
là hoàn toàn chặt chẽ. Như vậy là hệ quả đáng chú ý nhất của phát minh của 
Euler đã được hiển nhiên công nhận. Những chứng cớ trên đây chắc đã làm cho 


Euler tin rằng kết quả của ông là đúng. 


1Ó, Tương tự và quy nạp 


Chúng ta muốn biết một cái gì đó về bản chất của những suy luận phát 
minh và quy nạp. Có thể nhấn mạnh điều gì trong câu chuyện vừa đưa ra ở trên? 

1) Bước quyết định của Euler rất táo bạo. Về phương diện logic chặt chẽ thì 
rõ ràng ông đã phạm sai lầm. Euler đã dùng một quy tắc vào một trường hợp mà 
quy tắc ấy chưa được xác nhận, dùng một quy tắc của phương trình đại số cho 
một phương trình không đại số. Về phương diện logic chặt chẽ thì các bước đi 
của Euler không có cơ sở xác đáng. Tuy nhiên, ông đã có cơ sở ở phép tương tự, 
phép tương tự với những thành tựu rực rỡ nhất của một nên khoa học đang phát 
triển; nền khoa học mà vài năm sau chính ông đã gọi là "giải tích của vô hạn". 
Những nhà toán học khác, trước Euler, đã chuyển từ hiệu hữu hạn đến hiệu vô 
cùng bé, từ tổng của một số hữu hạn số hạng đến tổng của vô số số hạng, từ tích 
hữu hạn tới tích vô hạn. Và cũng bằng cách này, Euler đã đi từ phương trình bậc 
hữu hạn (phương trình đại số) đến phương trình bậc vô hạn, bằng cách ứng dụng 
vào trường hợp vô hạn quy tắc được thiết lập cho trường hợp hữu hạn. 

Sự tương tự này, sự chuyển từ hữu hạn sang vô hạn này, có nhiều cạm bẫy. 
Euler đã tránh những cạm bẫy đó như thế nào? Một số người nói rằng ông có tố 
chất thiên tài, và tất nhiên nói như vậy hoàn toàn không phải là giải thích. 


* Gần 10 năm sau phát minh đầu tiên của mình, Euler đã trở lại vấn đề đó, đã trả lời những ý 
kiến phản đối, hoàn thiện thêm một bước phương pháp phát minh đầu tiên của mình và đưa 
ra cách chứng minh mới hoàn toàn khác. 


28 


Euler đã có cơ sở nghiêm túc để tin vào phát minh của mình. Chỉ cần tinh ý 
một chút là chúng ta có thể hiểu rõ những cơ sở đó, không cần phải có một sự 
sáng suốt siêu phàm của các bậc thiên tài. 

2) Những cơ sở để Euler tin vào phát minh đó, mà ta đã trình bày tóm tắt ở 
trên, không phải là những cơ sở đã được chứng minh. Euler không quay về 
nghiên cứu các cơ sở của giả thuyết của ông (biểu diễn sinx dưới dạng tích vô 
hạn), của việc mạnh dạn chuyển từ hữu hạn sang vô hạn, mà chỉ nghiên cứu 
những hệ quả của nó. Ông xem sự xác nhận của một hệ quả bất kì nào như thế 
là bằng chứng thuyết minh cho giả thuyết của mình. Ông công nhận cả những 
sự xác nhận gần đúng và đúng, nhưng chắc là coi trọng cái sau hơn. Ông cũng 
nghiên cứu những hệ quả có liên quan chặt chẽ với những giả thuyết tương tự 
(đặc biệt là tích ứng với l — sinv) và xem sự xác nhận những hệ quả đó như là 
bằng chứng thuyết minh cho giả thuyết của mình.. 

Các cơ sở của Euler đúng là cơ sở quy nạp. Nghiên cứu hệ quả của giả 
thuyết và đánh giá nó trên cơ sở của sự nghiên cứu ấy là một biện pháp quy nạp 
điển hình. Trong nghiên cứu khoa học cũng như trong cuộc sống bình thường, 
chúng ta tin hay phải tin nhiều hay ít vào giả thuyết tuỳ theo những hệ quả của 
nó có phù hợp với thực tiễn hay không. 

Nói tóm lại, như ta đã thấy, có lẽ Euler đã suy luận theo cách mà những 
người có lí trí, bác học hay không phải là bác học, thường suy luận. Có lẽ ông 
đã công nhận một số nguyên lí. 

Giả thuyết sẽ trở nên có lí hơn mỗi lần một hệ quả mới nào đó được xác nhận. 

Và: 


Giả thuyết trở nên có lí hơn nếu giả thuyết tương tự trở nên có lí hơn. 


Phải chăng những nguyên lí đó nằm trong cơ sở của quá trình quy nạp? 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG II 
PHẦN MỘT 
1. Khái quát hoá đúng 
A. Hãy tìm ba số x, y, z thoả mãn hệ phương trình: 
9x —6y — 10z = 
—6x +4y+7z=0 


x+y +z=0 


FÁ, 
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Trong ba phép tổng quát hoá B, C và D dưới đây, phép tổng quát nào có 
thể tạo điều kiện tốt nhất cho việc giải A? 


B. Tìm ba ẩn số trong một hệ ba phương trình. 


C. Tìm ba ẩn số từ hệ ba phương trình, mà hai phương trình đầu là bậc 
nhất, còn phương trình thứ ba là bậc hai. 


D. Tìm hai ẩn số từ hệ n phương trình, n — I phương trình đầu là bậc nhất. 
Cho một điểm tuỳ ý và một hình chóp "đều", đáy là hình sáu cạnh (hình 
chóp gọi là "đều" nếu đáy của nó là đu giác đều và đường cao của hình 
chóp đi qua tâm của đa giác đáy). Hãy tìm mặt phẳng đi qua điểm đã cho 
và chia đôi thể tích của hình chóp. 

Để gợi ý, xin hỏi bạn: "Sự khát quát đúng là gì?”. 

A- Cho ba đường thẳng không nằm trong một mặt phẳng và cùng đi qua một 
điểm Ó. Dựng mặt phẳng qua O và nghiêng đêu đối với bu đường thẳng ấy. 
B- Cho ba đường thẳng không nằm trong một mặt phẳng và cùng đi qua 
một điểm. P là một điển nằm trên một trong ba đường thẳng đó. Qua P 
dựng một mặt phẳng nghiêng đêu đối với ba đường thẳng. 

So sánh các bài toán A và B. Có thể dùng cách giải của bài này để giải bài 
kia không? Mi liên hệ logic của chúng ở chỗ nào? 
A- Tính tích phản 

œ 
(+ x2} 4x 


—œ 


B- Tính tích phân 


[(o+32y3% 


—œ 


trong đó p là một số dương cho trước. So sánh các bài toán A và B. Có thể 
dùng cách giải của bài này để giải bài kia không? Mối liên hệ logic của 
chúng ở chỗ nào? 

Trường hợp riêng tới hạn. Hới người ngồi sau một cái bàn hình chữ nhật. 
Một người đặt một đồng tiên lên bàn, sau đó người kia cũng đặt một đồng 
"à lần lượt làm tiếp như vậy. Giả thuyết rằng, mỗi đồng tiên nằm phẳng 
trên mặt bàn và không chồng lên đồng nào đặt trước. Người nào đặt lên 
bàn đồng tiển cuối cùng sẽ thắng. Ai sẽ thắng nếu người nào cũng chơi theo 
phương án tối tru ° 


Đó là một bài toán cố, nhưng là một câu đố nát óc, rất đặc sắc. Có một lần 
tôi theo dõi một nhà toán học thực sự xuất sắc, khi người ta đề nghị ông 
giải bài toán đố đó, thì ông đã bắt đâu như suu: "Giả sử rằng cái bàn nhỏ 
đến mức chỉ cân một đồng tiên để phủ kín nó. Trong trường hợp đó, rõ ràng 
rằng người nào chơi trước, người ấy thắng". Nói một cách khác, nhà toán 
học đó đã bắt đâu bằng cách nghiên cứu một trường hợp riêng tới hạn, và 
với trường hợp đó thì lời giải rất hiển nhiên. 

Từ trường hợp riêng này mà bạn có thể tìm được lời giải trọn vẹn. Bạn háy 
tưởng tượng rằng cái bàn rộng dân ra và ngày càng chứa được nhiều đồng tiền 
hơn. Tốt hơn nữa, bạn có thể khái quát hoá bài toán và nghiên cứu những cái 
bàn có hình dạng và kích thước khác nhau. N ếu để ý rằng cái bàn có tàm đối 
xứng và khái quát hoá đúng bằng cách xét mọi cái bàn có tâm đối xứng thì 
bạn có thể tìm được lời giải đáp hay ít ra cũn§ tiến rất gân đến lời giải. 

Hãy dựng tiếp tuyến chung của hai đường tròn cho trước. Để gợi ý, xin hỏi: 
có một trường hợp riêng tới hạn nào dễ dựng hơn không? 
Trường hợp riêng then chốt. Diện tích một đa giác bằng A, mặt phẳng của 
đa giác tạo với một mặt phẳng khác một góc œ. Chiếu vuông góc đa giác 
lên mặt phẳng thứ hai. Hãy tìm điện tích của hình chiếu. 

Để ý rằng hình dạng của đa giác không cho trước, và nó có thể có vô số 
dạng. Vậy cần nghiên cứu dạng nào? Dạng nào cần nghiên cứu trước tiên? 
Có một dụng mà ta giải quyết đặc biệt dễ là: Đa giác là một hình chữ nhật có 
đáy song song với giao tuyến Ì của mặt phẳng đa giác và mặt phẳng chiếu. 
Gọi a là đáy hình chữ nhật, b là đường cao của nó; diện tích của nó tất nhiên 
là ab; những đại lượng tương ứng của hình chiếu sẽ là a, bcosœ và abcosớ. 
Nếu diện tích của hình chữ nhật là A thì diện tích hình chiếu là Acos Ø. 
Trường hợp riêng của hình chữ nhật có đáy song š0n§ với l, không chỉ là 
một trường hợp dễ giải quyết hơn mà còn là một trường hợp riêng then 
chốt. Mọi trường hợp khác đều suy từ trường hợp này. Giải bài toán trong 
trường hợp riêng then chốt bao gồm cả việc giải bài toán trong trường hợp 
tổng quái. Thật vậy, từ hình chữ nhật với đáy song song với Ì chúng ta có 
thể mở rộng quy tắc: "Diện tích hình chiếu bằng Acosg" lần lượt cho mọi 
hình khác. Đầu tiên xét những tam giác vuông có một cạnh song song với Ï 
(cắt hình chữ nhật nói trên thành hai phần bằng nhau). Sau đó Xét tam giác 
thường có cạnh song song với Ì (ghép hai tam giác vuông lại): Cuối cùng 
xét một đa giác bất kì (chia nó thành những tam giác thuộc loại vừa nói 
đến). Cũng có thể chuyển sang những hình giới hạn bởi những đường cong 
(xem chúng như là giới hạn của những đa giác). 


KÀI 


8. Góc có đỉnh ở tâm hình tròn lớn gấp hai lần góc có đỉnh trên đường tròn 


19. 


lãi 


22 


cùng chắn một cung. 

Nếu cho một góc với đỉnh ở tâm, thì góc có đỉnh trên đường tròn còn chưa 
được xác định, đỉnh của nó có thể có những vị trí khác nhau. 

Đâu là "vị trí then chốt" trong cách chứng mình thông thường định lí đó? 
(chứng mình của Euclide). 

Định lí Cauchy (Côsi), định lí căn bản của lí thuyết về hàm giải tích, khẳng 
định rằng tích phân của một hàm biến số phức dọc theo một đường cong 
kín tuỳ ý sẽ bằng Ú, nếu trong miễn giới hạn bởi đường cong đó, hàm là 
Chính quy. Có thể xem trường hợp riêng của định lí Cauchy - trường hợp 
mà đường cong kín là một tam giác - là trường hợp riêng then chốt. Sau khi 
chứng mình định lí với trường hợp tam giác chúng ta có thể dễ dàng lần 
lượt mở rộng định lí đối với đa giác (ghép những tam giác lại) và đối với 
đường cong (xem giới hạn của những đa giác). 

Chú ý sự tương tự giữa bài toán này với các bài toán 7 và 8. 

Trường hợp riêng tiêu biểu: Bạn cần giải một bài toán nào đó về những đa 
giác n cạnh. Bạn vẽ một hình 5 cạnh và giải bài toán đối với hình đó. 
Nghiên cứu cách giải của mình, bạn nhận xét rằng cách giải ấy trong một 
chừng mực nào đó, cũng dàng được cho trường hợp chung, với n bất kì 
cũng như với n = 5. Thế thì bạn có thể gọi n = 5 là trường hợp riêng tiêu 
biểu. Nó giới thiệu cho bạn trường hợp chung. Tất nhiên, muốn cho trường 
hợp n = 5Š thực sự là tiêu biểu thì nó không được có một sự đơn giản hoá 
riêng biệt nào, có thể dẫn bạn đến lâm lẫn. Trường hợp riêng tiêu biểu 
không đơn giản hơn trường hợp tổng quát. 

Những trường hợp riêng tiêu biểu thường thuận tiện trong việc giảng dạy. 
Chúng ta có thể chứng mình định lí về những định thức cấp n khi nghiên 
cứu cặn kế những định thức cấp ba. 

Trường hợp tương tự. Mộ nhiệm vụ của công việc thiết kế máy bay là làm 
thế nào để tai nạn vỡ đầu trong trường hợp hỏng máy là thấp nhất. Người 
bác sĩ nghiên cứu vấn đề này đã làm thí nghiệm với những quả trứng mà 
Ông ta đập vỡ trong những điều kiện khác nhau. Ông ta đã làm gì? Ông 
đá... biến dạng bài toán ban đâu và nghiên cứu một bài toán phụ. Đập vỡ 
nhưng quả trứng thay cho việc phá vỡ xương sọ. Mối liên hệ giữa hai bài 
toán - bài toán ban đầu và bài toán phụ - là mối liên hệ tương tự. Trên quan 
điểm cơ học, đầu người và trứng gà tương tự nhau trên những nét chung: đầu 
và trứng đêu làm bằng những vỏ cứng dễ vỡ, chứa chất đông đặc. 
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Nếu hai đường thẳng trong không gian cắt ba mặt phẳng song song thì 
những đoạn thẳng tương Ứng tỉ lệ với nhau. 

Để giúp bạn tìm cách chứng mình, xin hỏi bạn: Có một định lí nào tương tự 
đơn giản hơn không? 
Bốn đường chéo của một hình hộp có một điểm chung, đó là trung điểm của 
mỗi đường. 

Có một định lí nào tương tự đơn giản hơn không? 

Tổng của hai góc phẳng bất kì của một góc tam diện lớn hơn sóc phẳng 
thứ ba. 

Có một định lí nào tương † đơn giản hơn không? 


Hãy xem tứ diện như một hình tương tự với tam giác. Hãy liệt kê những 
khái niệm của hình học không gian tương tự với những khái niệm sau đảy 
của hình học phẳng: hình bình hành, hình chữ nhật, hình vuông, đường ' 
phân góc của góc. Phát biểu định lí của hình học không gian tương tự với 
định lí sau đây của hình học phẳng: ba đường phân giác trong của tam giác 


} 


cắt nhau tại một điểm, điểm đó là tâm đường tròn nội tiếp tam giác. 

Hãy xem hình chóp như một vật thể tương tự với tam giác. Liệt kê những 
vật thể tương tự với những hình phẳng dưới đây: hình bình hành, hình chữ 
nhật, đường tròn. Phái biểu định lí của hình học không gian tương tự với 
định lí sau đây của hình học phẳng: diện tích của hình tròn bằng diện tích 
của tam giác có đáy bằng chu vi đường tròn và đường cao bằng bán kính. 
Hãy nghĩ ra một định lí của hình học không gian tương tự với định lí sau 
đây của hình học phẳng: đường cao của tam giác cân đi qua trung điểm 
của đáy. 

Bạn coi hình không gian nào là tương tự với tam giác cân? 

Những tương tự to lớn : 

1) Các thí dụ 12 - 17 trên đây nhấn mạnh sự tương tự giữa hình học phẳng 
và hình học không gian. Có thể xem sự tương tự này theo nhiều quan điển 
và vì vậy thường có hai ý nghĩa và không phải bao giờ cũng thể hiện rõ 
ràng. Nhưng nó là nguồn vô tận của những ý kiến và những phát mình mới. 
2) Số và hình không phải là những đối tượng duy nhất của toán học. Về 
nguyên tắc, toán học không tách rời logic học và quan hệ đến mọi đối 
tượng có thể là đối tượng của lí thuyết chính xác. Tuy nhiên, số và hình là 
những đối tượng thông thường nhất của toán học và các nhà toán học 
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thường thích minh hoạ những sự kiện liên quan đến hình bằng nhưng tính 
chất của số. Vì vậy, có vô số dạng tương tự giữa số và hình. M ột vài dạng 
tương tự đó rất rõ ràng. C hẳng hạn như trong hình học giải tích, chúng ta 
đã nghiên cứu tương quan xác định giữa những đối tượng và quan hệ đại số 
và hình học. Nhưng những hình hình học muôn hình muôn vể, các phép 
toán thực hiện trên các số cũng thế, cho nên cũng có vô số sự tương ứng có 
thể có giữa các đa tạp đó. 

3) Việc nghiên cứu những giới hạn và những quá trình tiến tới giới hạn đã 
dẫn tới một hình thức tươn 8 tự khác, có thể gọi là sự tương tự giữu hữu hạn 
và vô hạn. Chẳng hạn, chuỗi vô hạn và những tích phân không xác định, 
trong những mối quan hệ khác nhau, là tương tự với những tổng số hữu hạn 
và chúng là giới hạn. Phép tính vi phân tương tự với phép toán sai phản 
hữu hạn; phương trình vi phản, đặc biệt là những phương trình tuyến tính 
đẳng cấp, (rong một mức độ nào đó, tương tự với những phương trình đại 
số v.v... Một ngành toán học quan trọng tương đối mới là lí thu yết phương 
trình tích phân, lí thuyết đó đã giải đáp câu hỏi độc đáo và lí thú sau đây: 
Trong phép tính tích phân cái gì tương tự với hệ n phương trình tuyến tính 
n ẩn? Sự tương tự giữa vô hạn và hữu hạn làm người ta quan tâm đặc biệt 
vì nó có những khó khăn và dễ dẫn tới các sai lâm độc đáo. Nó có thể dẫn 
đến việc phát mình hay sai lâm; xem thí dụ 46. 

4) Galilei, người khám phá ra quỹ đạo parabolic của những vật thể bị ném 
đi và định luật định lượng của chuyển động của chúng, đã có những phát 
mình vĩ đại trong thiên văn học. Chỉ nhờ chiếc kính thiên văn mà ông chế 
tạo, ông đá phát hiện các vệ tỉnh của Sao Mộc. Ông nhận thấy rằng những 
vệ tỉnh này chuyển động xung quanh Sao Mộc tương tự như Mặt Trăng 
quay quanh Trái Đất, đồng thời cũng tương tự với những hành tỉnh quay 
quanh Mặt Trời. Ông cũng phát hiện các chu kì của Sao Kim và nhận thấy 
chúng giống các chu kì của Mặt Trăng. Những phát mình đó được xem như 
là một chứng minh hùng hồn 4í thuyết nhật tâm của Copernic, được thảo 
luận sôi nổi thời bấy giờ. Có điều lạ là Galilei không nhận thấy sự tương tự 
giữa chuyển động của các thiên thể và chuyển động của các vật thể bị ném 
đi, mà điều đó thì hoàn toàn có thể nhận thức bằng trực giác. Quỹ đạo của 
vật thể bị ném đi hướng bề lõm về phía Trái Đất cũng như quỹ đạo của Mặt 
Trăng. Newton đã thấy được sự tương tự ấy: ”... Một hòn đá bị ném đi, do 
ảnh hưởng của khối lượng riêng, đáng lẽ phải đi theo đường thẳng, do tác 
động của cái ném ban đầu đã buộc phải đi chệch khỏi quỹ đạo thẳng, và 
vạch ra một đường cong trong không trung, rồi... cuối cùng rơi xuống đất. 
Vì vậy, chúng ta có thể giỉ định rằng với những vận tốc tăng một cách 


thích hợp, hòn đã sẽ vạch một cun§ 1,2, 5, 10, 100, 1000 dặm trước khi rơi 
xuống đất, cho tới khi mà, tất nhiên, rời khỏi giới hạn Trái Đất, nó chuyển 
vào không trung, không bị ràng buộc vào Trái Đất". Xem hình 2.4. 


Hình 2.4. Từ quỹ đạo 
Trích "Hệ 


của hòn đá đến quỹ đạo của Mặt Trăng 
thống thế giới" của Newton 


Biến đổi liên tục, quỹ đạo hòn đá chuyển sang quỹ đạo của Mặt Trăng. 
Quan hệ giữa hòn đá và Mặt Trăng với Trái Đất. cũng như quan hệ giữa 
Sao Mộc với các hành tỉnh của nó, hay như quan hệ giữa Sao Km và các 


hành tỉnh khác với Mặt Trời 


. Không hiểu thấu đáo sự tương tự đó thì chúng 


ta không thể hiểu đây đủ phát mình của Newton về định luật vạn vật hấp 


dẫn, một phát mình mà cho mãi đến bây giờ chúng ta có thể coi là một 
phát minh khoa học vĩ đại nhất. 


19. Sự tương tự rõ ràng. S /Øng f1 thường là không rõ ràng. Cái gì tương tự 
với cái gì? Câu trả lời thường có hai ý nghĩa. Tính không rõ ràng ấy không 
làm giảm tâm quan trọng và lợi ích của sự tương tự. Tuy nhiên, những 
trường hợp mà khái niệm tương tự đạt được sự rõ ràng của các khái niệm 
logic hay toán học, đáng được nghiên cứu đặc biệt. 


1) Tương tự là sự giống nha 


u của các quan hệ. Sự giống nhau đó có một ý 


nghĩa rõ ràng nếu các quan hệ được chỉ phối bởi cùng một quy luật. Với 
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đỔ , 


quan điểm này, phép cộng các số tương tự với phép nhân các số ở chỗ phép 
cộng và phép nhân đêu tuân theo những quy luật chung. Cả phép cộng và 
phép nhân đêu có tính chất giáo hoán và kết hợp: 

a+b=b+u b ab = ba 
, (ab)c = a(bc) 
Cả hai đêu có phép toán ngược, các phương trình: 


(a+b)+c=a+(b+c) 


a+x=b bị ax=b 

giống nhau, vì môi phương trình cho một nghiệm và không quá một nghiệm 
(để tránh trường hợp ngoại lệ, chúng ta phải thừa nhận những số âm khi 
nghiên cứu phép cộng và loại trừ trường hợp a = 0 khi nghiên cứu pháp 
nhân). Với mối quan hệ ấy, phép trừ tương tự với phép chia; thật-vậy, 
nghiệm của những phương trình kể trên theo thứ tự là: 

b 

x=b~ua;, x=—. 

a 
Hơn nữa, số 0 tương tự với số 1. Thật vậy, thêm 0 vào bất kì số nào cũng 
nhị nhân một số bất kì với 1, đêu không thay đổi số đó: 


a+0=“a; a.l=4a. 


Những định luật ấy chung cho những lớp số khác nhau; Ở đây, chúng ta có 
thể nghiên cứu những số hữu tỉ, số thực hay số phức. Nói chung, những hệ 
thống đối tượng tuân theo những quy luật chung chủ yếu (hay tiên đê), có 
thể xem như là tương tự với nhau, và loại tương tự này có một ý nghĩa hoàn 
toàn rõ ràng. 

2) Phép cộng những số thực còn tương tự với phép nhân những số dương về 
một ý nghĩa khác. Một số thực r bất kì là logarit của số dương p nào đó: 

| = logp 

(nếu chúng: ta xét logarit thập phân thì r = —2, với p = 0,01). Do tương 
quan ấy mỗi số dương ứng với một số thực hoàn toàn xác định, và một số 


thực ứng với một số dương hoàn toàn xác định. Trong tương quan này, phép 
cộng những số thực ứng với phép nhân những số dương. Nếu 


= log?p; rˆ = logp'; r“= logp” 
thì một trong hai hệ thức sau sẽ kéo theo hệ thức kia: 
+  =r DD =D”. 


Công thức bên trái và bên phải c ng nói lên một vấn đề bằng hai ngôn ngữ 
khác nhau. Gọi một trong những số tương ứng là bản dịch của số kia, thí dụ 
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gọi số thực r (logari p) là bản dịch của p, còn p là nguyên bản của r 
(chúng ta có thể đổi vai trò của những từ "bản dịch" và "nguyên bản”, 
nhưng một khi đã lựa chọn rồi thì phải giữ vững sự lựa chọn đó. Trong 
thuật ngữ này, phép cộng là bản dịch của phép nhân, phép trừ là bản dịch 
của phép chia. 0 là bản dịch của 1; luật giao hoán và kết hợp của phép 
cộng các số thực là bản dịch của những quy luật ấy đối với phép nhân của 
các số dương. Bản dịch tất nhiên là khác với nguyên bản, nhưng nó là bản 
dịch đúng đắn theo ý nghĩa sau đây: từ một tương quan bất kì giữa các 
phần tử của nguyên bản chúng ta có thể rút ra quan hệ tương ứng giữa 
những phân tử tương ứng của bản dịch và ngược lại. Theo thuật ngữ của 
nhà toán học, thì bản dịch đúng đó - tức là một sự tươn§ ứng mội-một bảo 
tồn các quy luật của một số tương quan nào đó - được gọt là phép đẳng 
cấu. Phép đẳng cấu là một hình thức hoàn toàn rõ ràng của phép tương tự. 
3) Một loại thứ ba của sự tương tự hoàn toàn rõ ràng là phép đồng cấu 
(hay phép đẳng cấu đa trị), theo thuật ngữ của các nhà toán học. Trình bày 
những thí dụ một cách chì tiết hay mô tả chính xác khái niệm ấy thì sẽ mất 
khá nhiêu thì giờ. Chúng tư có thể cố gắng hiển sự mô tả gần đúng sau đây. 
Phép đồng cấu là một loại bản dịch rút gọn một cách có hệ thống. Nguyên 
bản không những chỉ được dịch sang ngôn ngữ khác, mà còn được rút gọn 
sao cho san khi dịch và rút gọn, kết quả cuối cùng được co đều lại một 
cách hệ thống còn một nửa, hay một phân ba, hay một phần bất kì của 
đoạn văn ban đầu. Qua phép rút gọn này các chỉ tiết có thể mất đi, nhưng 
tất cả các quan hệ có trong nguyên bản đều được thể hiện trong bản dịch 
và được bảo tôn trong một phạm vì hẹp hơn. 

Những đoạn văn trích dân 

"Thử xét xem ta có thể thành công trong việc nghĩ ra một bài toán tổng 
quát khác nào đó, bao gồm bài toán cho trước và dễ giải quyết hơn không. 
Chẳng hạn, như khi tìm tiếp tuyến tại một điểm đã cho, ta hình dung rằng 
chỉ cần tìm đường thẳng cắt đường cong đã cho ở điểm ấy và ở một điểm 
khác cách điểm ban đâu một khoảng cho trước. Bài toán này luôn luôn có 
thể giải được dễ dàng bằng đại số. Và sau khi giải bài toán ấy, chúng ta sẽ 
tìm thấy tiếp tuyến như là một trường hợp đặc biệt, cụ thể là trường hợp mà 
khoảng cách cho trước là cực tiểu, thu gọn thành một điểm" (Leibniz). 
“Thường xảy ra là, bài toán tổng quát có vẻ dễ hơn bài toán đặc biệt, nếu 
chúng ta cố gắng giải trực tiếp, trực diện" (Dirichlet, Dedekind). 

"[Có thể là có ích] đưa một giống về mọi loài riêng lẻ của nó, và như vậy 
về những loài không nhiêu lắm, nhưng đưa một giống về một loài nhỏ nhất 
là có lợi hơn” (Leibn1z). 
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“Trong triết học, nghiên cứu những sự giống nhau là rất đúng, ngay cả 
trong những sự việc rất khác nhau" (Aristote). 

“Sự so sánh có một ý nghĩa lớn lao, vì nó quy những mối quan hệ chưa biết về 
những quan hệ đã biết. Nhận thức đúng đắn, rốt cuộc là nắm được những mối 
quan hệ. Nhưng chúng ta sẽ hiểu những mối quan hệ chính xác hơn, rõ ràng 
hơn, khi giữa những trường hợp rất khác nhau và những đối tượng hoàn toàn 
khác loại, chúng ta nhận thức được những mối quan hệ chung" (Schopenhauer). 
Tuy nhiên, bạn không nên quên rằng có hai loại khái quát hoá: một loại 
tầm thường và một loại có giá trị. Khái quát bằng cách "pha loãng" thì dễ, 
quan trọng hơn là khái quát hoá bằng "ngưng tụ". Đùng một lượng nước 
lớn để hoà với một ít rượu vang thì rẻ tiền và dễ dàng. Chế ra một chất tỉnh 
khiết, đậm đặc từ những chất thành phần tốt thì khó hơn nhiều nhưng rất 
quý. Khái quát hoá bằng “ngưng tụ" cô đúc nhiều ÿ ban đầu có vẻ phân tán 
rời rạc vào một khái niệm chung có phạm vi rộng lớn. Chẳng hạn như lí 
thuyết nhóm tổng kết những khái niệm tẳn mạn trong đại số, trong lí thuyết 
số, giải tích, hình học, tỉnh thể học và trong các lĩnh vực khác. 

Ngày nay, còn có một loại khái quát hoá theo "mốt" hơn. Loại này "pha 
chế” những ý kiến tỉn mủn bằng một thuật ngữ rất kêu. Tác giả thường 
thích lấy những ý kiến vụn vặt của một người nào đó, mà chẳng bổ Sung 
thêm quan sát riêng và tránh giải quyết bất kì vấn đê nào, trừ một vài vấn 
đề do khó khăn của thuật 1gứ riêng của mình đề ra. 


PHẦN HAI 


Tất cả những thí dụ và chú thích của phần thứ hai này đêu liên quan với 
nhau và với giả thuyết §6. Nhiều thí dụ đều trực tiếp hay gián tiếp chưa vào 
thí dụ 21 dưới đây, mà bạn đọc cần đọc trước tiên. 

Giả thuyết E 

Hãy xét đẳng thức: 


2 P) 2 
X X x 
sinx=x|1——||1--—l|¡--3_ 
z7 4z? 9z? 


như là một giả thuyết, và SOI là "giả thuyết E", Cũng như Euler, chúng ta 
Sẽ nghiên cứu giả thuyết này bằng phương pháp quy nạp. 

Nghiên cứu một giả thuyết theo phương pháp quy nạp bao gồm việc đối 
chiếu hiệu quả của nó với các sự kiện. Thường chúng ta sẽ “dự đoán, căn 


cứ vào E và xác nhận lại”. "Dự đoán căn cứ vào E" có nghĩa là rút ra kết 


24. 


25. 
26. 


2T. 


28. 
29. 


30. 


luận từ giả thuyết rằng E là đúng. "Xác nhận" có nghĩa là rút ra kết luận 
đó mà không cần giả thuyết E. Một sự kiện sẽ gọi là "phù hợp với E" nếu 
nó có thể suy ra (dễ dàng) từ giả thuyết rằng E là đúng. 

San đây chúng ta sẽ coÈ những yếu tố của giải tích toán học như là đã biết, 
(về hình thức Euler đã biết đầy đủ những yếu tố giải tích đó trong thời gian 
ông nêu ra phát mình của mình) kể cả khái niệm chính xác về giới hạn 
(Euler chưa thể biết một cách rõ ràng khái niệm này). Chúng ta sẽ chỉ 
dùng những quá trình chuyển tới giới hạn đã được chứng mình ( phân lớn là 
rất đơn giản) mà không ẩi vào chỉ tiết của việc chứng mình. 


-_ Ta đã biết sin(—x) = ~ SIRX. Sự kiện này có phù hợp với E không? 
23. 


Căn cứ vào E, bạn dự đoán và xác nhận giá trị của tích vô hạn: 


(-000-3)(-8)-072} 


Căn cứ vào E bạn hãy dự đoán và xác nhận giá trị của tích vô hạn: 


(-0(-2)(-4)-(-3) 


So sánh các thí dụ 23 và 24 và khái quát hoá. 
Căn cứ vào E, bạn hãy dhự đoán giá trị của tích vô hạn : 

24 46 68 840 

33 55 TJ ĐÓ - 
Chứng minh rằng giả thuyết E tương đương với: 

sin 7Z c lÌng (z+n)...(Z + cu, BÓC - —ñn) 
7r n—>% (—-'” (n)ˆ 

Ta biết rằng sin(x + Z) = -gsinx. Sự kiện đó có phù hợp với E không? 


Phương pháp (§6.2) đưa đến giả thuyết: 


3 2 2 
COSX = ụ = ì — ss) Ệ — đec ;}= 
7ˆ O7 257z 


Bạn hãy chứng tỏ rằng điều đó không chỉ là tương tự với E, mà còn là hệ 
quả của giả thuyết E. 


ễ 


Sự kiện đó có phù hợp với E không? 


¬¬ m- 
Tu biết rằng SInAY = 2n cOS 


AS 


31. Căn cứ vào E, bạn hãy dự đoán và xác nhận giá trị của tích vô hạn: 


(-3(-3)(-#)(-4)- 


32. Căn cứ vào E, bạn hãy dự đoán và xác nhận giá trị của tích vô hạn: 


'-#)(-#)(-#)(-#)- 


33. So sánh các thí dụ 31 và 32 và tổng quát hoá. 
34. Ta biết rằng cos(—x) = cosy. Sự kiện đó có phù hợp với E không? 
3Š. Ta biết rằng cos(xv + 7) = —cosx. Sự kiện đó có phù hợp với E không? 
36. Từ E hãy rút ra tích ứng với l — sinv, giả thuyết mà ta đã nói ở §6.4. 
37. Từ E suy ra rằng: 

]- x. ï | l l 


+ 
x+2z x+z * X7 x-27 


COLv=... + 


38. Từ E suy ra rằng: 


l ` 2x Ý 1-.f? 
GODÙES2 — =< |] +Pede—.+. | _ 
4 9 l6 25 


2x? l.1 1 1 ) 
~*—- S4 S—H——t==c. |... 
l6 8l 256 625 


2y 1. Í 
= mm | L† — te Sẻ... | =„ 
z 64 2729 

"à từn tổng của những chuỗi »ô hạn xuất hiện ở các hệ xố của vế phải. 
39. Từ E suy ra rằng: 


COS x l§ ;] | l | | 
: = cotl ——— | =-2 + +——_—+————+...|= 
l—sinx 42 


4 L.1. ƒ Ï 8x [ EU... 1 Í ] 
=— kÌ=St dt, ke l+~+—+—+—+...|+ 
z ¿s5 #6 Ở mr 9 25 49 61] 
lóx“ 1L. 7 1 32x TT. 
+ l-——+—-—+,|+ |l+—+—+...|+... 
Ly ¿7 125 343 Z 8l 625 
"à từn tổng của những chuỗi vô hạn xuất hiện ở các hệ số của biểu thức 
SaMt cùng. 
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40. Chứng mình rằng: 
1 1 1 1 Đ) ` ẲU 1 
l7 CS + —= +tuemC: | to —t+tea ng Tên 
4 9 16 25 4. \. 
từ đó suy ra kết luận thứ hai về tổng của chuỗi ở vế trái của đẳng thức. 
41. (Tiếp theo). Hãy thử tìm kết luận thứ ba, biết rằng: 
1#.,13x+ 


arCSInx = x + F Tới Nư —.—. 


L8 #8 # 
—:+—=:—:c': + 
3°. 5g % 58 46 7 


và với n =0, 1, 2,... ta có: 


1 xi2 
Ja-z))”?x 4 = | sin 4l = GA GSC 
: 3.5...(2n+]) 
0 . 
42. (Tiếp theo). Hãy thử tìm kết luận thứ tư, biết rằng: 
-_ s tài 2341 A4403 
0f©simi} s2 + cóc } CC TC TC —.—+... 
3 2 3š 5 357 4 
và với n =0, Ì, 2,... ta có: 
| xi2 132 1 
Ja—x) 2z” = [sin ái sa n 
24 2w 2 
0 0 
43. Euler đã dùng công thức: 
 n, 2 ¬- 3 — 3 
l+ bi + bộ + sŠ +... Inxn[ =x) + s.. L—— LÓ  HR FT. nhac cm... CC Hai CB... +... 
4 9 16 1 4 9 


đúng với 0 < x < Ì, để tính tổng của chuỗi ở vế trái. 

a) Chứng mình công thức đó. 

b) Giá trị nào của x là thuận tiện nhất trong việc tính tổng của chuỗi ở vế trái? 
44. Sự phản đối và bước đầu đi đến chứng minh 

Không có cơ sở để hiển nhiên công nhận rằng sinv có thể khai triển thành 

những thừa số bậc nhất tương ứng với các nghiệm của phương trình sinv = 0. 

Nhưng ngay cả công nhận điều đó thì chúng ta vẫn còn có chỗ chưa đồng 

ý: Euler chưa chứng mình được rằng: 

D mm -=*# 21 -27, 3w, =ỦZ.« 

là tất cả các nghiệm của phương trình ấy. Chúng ta có thể tỉn rằng không 

có những nghiệm thực nào khác ( bằng cách nghiên cứu đường con§ } = sinv). 

Nhưng Euler chưa hề loại trừ khả năng tôn tại của những nghiệm phức. 


4I 


45. 


46. 
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Daniel Bernoulli (con trai của Jorhana, 1700 - 1788) đã đưa ra ý kiến 
phản đối này. Euler đã trả lời bằng cách nghiên cứu 
LX —b 
Sinv = —— = lim P„(+x) 
2¡ n—>»œ 


trong đó P„(x) = ˆ Í-$) -[I-$) | 
2¡ H n 


Hãy chứng mình rằng Pạ(1) không có nghiệm phức. 

Bước thứ hai đi đến chứng minh 

Giả sử rằng số n trong thí dụ 44 là số lẻ. Khai triển P„(x)/x thành thừa số; 
` F về “ “ *x*§ T+ ^? * ~ Lx “.* x . 

thừa số thứ k, ng với môi k cố định (k = 1, 2, 3...) sẽ dẫn tới | — tr khi 

L4 

n tiến tới eo, 

Sự nguy hiểm của tương tự 

Nói tóm lại, sự tương tự giữa hữu hạn và vô hạn đã đưa Euler đến một phát 

mình vĩ đại. Tuy nhiên, con đường đó cũng dễ dẫn đến khả năng sai lâm. 

Dưới đây là một thí dụ nói lên sự nguy hiểm đó trong một bài toán thuộc 

một phạm vì nhỏ. 


Chuối 
l l 1 1 1 | 1 
LSo= #4 hon +o= to on +... Bmƒ 
2 3.4 5 6 78 
hội tụ. Ta có thể ước lượng một cách đại khái tổng l nhờ hai số hạng đầu tiên: 
` <<] 
2 
Và BH do sổ v0 vở SA. 
1 | 3 ®) 5 3 7 +4 


Trong chuỗi này, chỉ có một số hạng với mẫu số chẵn cho trước (số hạng 
này âm), nhưng có hai số hạng với số mẫu lẻ cho trước (một dương, một 
đm). Kết hợp những số hạng có chung mẫu số lẻ, ta có: 


"m3. |] ð 1 j1 Ậ 4â 1 1 Í 
—=—+ 


XU Tran 1m am... 


+ ....= 
1L 3 5 4 5 ý § $ 2 3 4 5 


Nhưng 2l #1 vì 1 <0. Sai lâm ở đâu và làm thế nào để tránh lặp lại sai 
lâm đó? 


( 'hương LIL 


QUY NẠP TRONG HÌNH HỌC KHÔNG GIAN 


1. Các hình đa diện 


"Một hình đa diện phức tạp có nhiều mặt, nhiều góc và nhiều cạnh". Hầu hết 
những người mới học hình học không gian đều dễ có một nhận xét lờ mờ kiểu 
ấy. Nhưng ít người cố gắng thật sự đi sâu vào nhận xét đó để tìm hiểu chính xác 
hơn. Đúng ra là nên phân biệt rõ ràng những đại lượng tham gia vào và đặt ra 
một câu hỏi xác định nào đó. Vì thế, ta sẽ kí hiệu số mặt, số đỉnh và số cạnh của 
một hình đa diện theo thứ tự là M, Ð và C (chữ đầu của những từ tương ứng) và 
nêu một câu hỏi rõ ràng như sau: "Phải chăng bao giờ cũng đúng là số mặt luôn 
luôn tăng khi số đỉnh tăng? Có nhất thiết là M tăng cùng với Ð không?". Í 

Bước đầu thì chúng ta chưa. thể làm gì hơn là nghiên cứu những thí dụ, những 
hình đa diện cụ thể. Chẳng hạn, đối với hình lập phương (hình I trên hình 3.1): 

M=6, Đ=Š§, C=lã, 


Hình 3.1. Các hừnh đa diện 


Hay đối với hình lăng trụ đáy tam giác (hình II trên hình 3.1): 
M=5, Đ=6, C=9. 

Sau khi đã chọn phương hướng đó, tất nhiên chúng ta sẽ nghiên cứu và so 
sánh những hình khác nhau, thí dụ như những hình trên hình 3.1. Ngoài hình I 
và II đã nhắc đến ở trên, hãy xét tiếp: hình lăng trụ đáy ngũ giác (II), hình 
chóp đáy là hình vuông, tam giác, ngũ giác (IV, V, VỊ), hình bát diện (VII), 
hình "chiếc tháp có mái" (VII, hình chóp đặt ở mặt trên của một hình lập 
phương - đáy của chiếc tháp), hình "lập phương cụt" (IX). Hãy cố gắng tưởng 
tượng và hình dung lần lượt những hình đó một cách tương đối rõ ràng để tính 
số mặt, số đỉnh và số cạnh. Các số tìm ra được ghi ở bảng sau đây: 


H. | Hình lăng trụ ngũ giác 


— 
c 
=) 
=H 
œ 
© 
ö 
lung 
e® 
= 
œa 
m‹ 
e 
O 
- 


VỊI. | Hình bát diện 
VIH. | Hình "chiếc tháp” 
<.. | Hình "lập phương cụt” 


b 


Về hình thức, hình 3.1. giống một phòng triển lãm khoáng vật học, còn 
bảng trên đây, trong một chừng mực nào đó, giống quyển sổ tay của nhà vật lí 
học ghi kết quả các thí nghiệm của mình. 

Chúng ta nghiên cứu và so sánh các hình, các số trong bảng trên, cũng như 
nhà khoáng vật học hay nhà vật lí học đã dày công nghiên cứu những mẫu, 
những số liệu đã chọn trước của mình. Bây giờ thì chúng ta đã có một cái gì đó 
trong tay để có thể trả lời câu hỏi nêu ra ban đầu: "Ð cùng tăng với M chăng?”. 
Thực ra không phải như vậy. Khi so sánh hình lập phương và bát diện (I và VH) 
chúng ta thấy rằng một hình có nhiều đỉnh hơn, còn hình kia thì có nhiều mặt 
hơn. Như vậy là ý định ban đầu của ta nhằm thiết lập một quy luật chung là 
không thành công. 

Tuy nhiên, chúng ta có thể thử với những cái khác. C và M cùng tăng 
chăng? Để có thể trả lời một cách có hệ thống những câu hỏi đó, hãy lập lại 
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bảng trên đây. Sắp xếp lại các hình đa diện sao cho C tăng dần khi đọc các cột 
lần lượt từ trên xuống dưới. 


- Hình đa diện. 


Hình chóp tam giác 
Hình chóp tứ giác 


.Z 


Hình lăng trụ tam giác 6| 
MEIE 
HE 
Hình bát diện w 


Hình lăng trụ ngũ giác Ỹ 5 
Hình "lập phương cụt” 7 5 
Hình "chiếc tháp" 8) 


Nghiên cứu những số liệu đã được sắp xếp thuận tiện hơn trên đây, chúng 
ta dễ dàng nhận thấy rằng không có một quy luật nào như đã giả định ở trên cả. 
Khi C tăng từ 15 đến 16, Ð giảm từ 10 xuống 9. Mặt khác, khi chuyển từ hình 
bát diện sang hình lăng trụ ngũ giác, C tăng từ 12 đến 15 nhưng M giảm từ 8 
xuống 7. Cả M và Ð đều không luôn luôn tăng cùng với C. 


* 


IKm 


+ 


„ I 


_ ::. 
12 
12 
l 


z|z 


— 
œ® 


Một lần nữa, chúng ta lại không tìm được một quy luật tổng quát. Tuy 
nhiên, chúng ta không muốn thừa nhận rằng những ý kiến ban đầu của chúng ta 
là hoàn toàn sai lầm. Dưới một dạng khác nào đó, ý kiến của chúng ta có thể 
đúng. Đúng là cả M và Ð không cùng tăng với C, nhưng xét toàn bộ thì có lẽ là 
chúng tăng. Nghiên cứu kĩ bảng trên, chúng ta có thể nhận thấy rằng M và Ð 
"gộp chung" lại thì tăng dần: M + Ð răng dân khi chúng ta đọc các cột từ trên 
xuống. Và sau đó đột nhiên chúng ta có thể thấy quy luật chính xác hơn, trong 
cả bảng thì: 

M+Ð=C+2. 

Hệ thức này được xác nhận với tất cả 9 trường hợp ghi trong bảng. Hình 
như khó có thể tin được rằng một quy luật rắc rối như vậy hoá ra lại quá đơn 
giản. Như vậy là chúng ta đã đi đến một giả thuyết rằng không phải chỉ trong 
các trường hợp đã được xét, mà trong mợi hình đa diện, số mặt cộng với số 
đỉnh đều bằng số cạnh cộng thêm 2. 
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2. Sự tiếp xúc củng cố đầu tiên 


Nhà sinh học, được đào tạo tốt, sẽ không thừa nhận quá dễ dàng một giả 
thuyết. Ngay cả với một giả thuyết có vẻ có lí và đã được xác nhận trong một 
Số trường hợp, ông ta vẫn nghi ngờ và thu thập những quan sát mới hay tìm tòi 
những thí dụ mới để kiểm tra. Chúng ta cũng có thể làm vậy. Chúng ta sẽ 
nghiên cứu những hình đa diện khác, đếm số mặt, số đỉnh và số cạnh của chúng 
rồi so sánh M + Ð với C + 2. Những số đó có thể bằng nhau hoặc không. Thật 
là thú vị nếu làm sáng tỏ được điều đó trong thực tế. 

Xem hình 3.1 chúng ta có thể nhận thấy rằng chúng ta đã nghiên cứu ba 
trong số những hình đa diện đều: hình lập phương, tứ diện và bát diện (1, V, VI). 
Hãy nghiên cứu hai hình còn lại là hình 20 mặt đều và hình 12 mặt đều. 

Hình 20 mặt đều có 20 mặt là tam giác. Vậy M = 20. Hai mươi tam giác có 
3 x 20 = 60 cạnh, đồng thời mỗi cạnh của hình 20 mặt lại là một cạnh chung 


cho hai tam giác. Do đó, số cạnh bằng h = 30 =C. Tương tự như vậy, chúng ta 


có thể tìm Ð. Ta biết rằng xung quanh mỗi đỉnh của hình 20 mặt có 5 mặt. Hai 
mươi tam giác có 3 x 20 = 60 góc. Cứ 5 góc có chung một đỉnh. Vậy số đỉnh bằng 
= =12=DÐ. 
b] 
Hình 12 mặt đều có 12 mặt là ngũ giác, ngoài ra xung quanh mỗi đỉnh có 
ba ngũ giác. Từ đó, cũng như trên, ta kết luận: 


12x5 _ 


=20; ft 12xS = 


2 


Bây giờ có thể thêm vào bảng của chúng ta ở cuối mục I (chương II) hai 
dòng nữa: 


M=l2; ĐÐĐ= 


30. 


Hình đa diện ` M ĐC 
Hình 20 mặt 20 12 30 
Hình 12 mặt 12 20 30 


Giả thuyết M+ĐÐ=C+2 được xác nhận trong cả hai trường hợp ấy. 


ở. Thêm những tiếp xúc củng cố 


Nhờ những sự xác nhận ở trên, giả thuyết của chúng ta trở nên có lí hơn, 
nhưng bây giờ đã có thể chứng minh được chưa? : Chưa có cách nào. 
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Trong tình huống như vậy, nhà sinh học thận trọng có thể cảm thấy bằng 

lòng với thành công của những thí nghiệm của mình, nhưng tiếp tục nghĩ ra 
nhiều thí nghiệm nữa. Và bây giờ chúng ta phải làm thí nghiệm với hình đa 
diện nào đây? 

Vấn đề là ở chỗ, cho đến nay giả thuyết của chúng ta đã được xác nhận đến 
mức mà nếu có thêm một trường hợp được xác nhận nữa thì niềm tin của chúng 
ta chỉ được củng cố thêm một ít, có thể là ít đến mức không đáng để chọn thêm 
một hình đa diện và đếm các bộ phận của nó. Liệu chúng ta có thể tìm được một 
phương hướng vững chắc hơn để kiểm nghiệm giả thuyết của chúng ta không? 

Nghiên cứu hình 3.1, chúng ta có thể nhận thấy rằng các hình ở hàng trên 
đều cùng một loại: chúng đều là hình lăng trụ. Các hình ở hàng thứ hai cũng 
thế: đều là hình chóp. Giả thuyết của chúng ta đã đúng với ba hình lãng trụ và 
ba hình chóp biểu diễn trên hình 3.1; liệu nó có đúng với tất cả các hình lăng 
trụ và hình chóp không? 

Nếu một hình lăng trụ có ø mặt bên thì nó có tất cả n + 2 mặt, 2n đỉnh và 3n 
cạnh. Một hình chóp với n mặt bên có tất cả n + l mặt, n + 1 đỉnh và 2ø cạnh. 


Như vậy, có thể thêm hai dòng vào bảng ở chương II, cuối mục Ì. 


Hình đu diện. M Đ G 
Hình chóp có w mặt bên n+Ì n+Ì 2n 
Hình lăng trụ có ø mặt bên n+^2 2n 3n 


Giả thuyết M + Ð=C+2 của chúng ta được nghiệm đúng thêm không 
những chỉ đối với một hoặc hai hình đa diện mà đối với hai họ vô hạn các hình 
đa diện. 


4. Một sự thử thách gian khổ 


Nhận xét cuối cùng đã làm cho niềm tin của chúng ta đối với giả thuyết 
tăng lên gấp bội nhưng tất nhiên đó chưa phải là chứng minh. Vậy chúng ta 
phải làm gì? Có nên tiếp tục thử với những trường hợp riêng khác không? Giả 
thuyết của chúng ta hình như đã đứng vững qua những thử thách đơn giản. Vì 
vậy, cần phải đưa nó vào một cuộc thử thách gian khổ, khắt khe, có những cơ 
hội tốt để bác bỏ nó. 

Hãy điểm lại một lần nữa tập hợp các hình đa diện của chúng ta (hình 3.l), 
ở đấy có những hình lãng trụ (L, I, II, những hình chóp qV, V, VŨ, những 
hình đa diện đều (1, V, VỊIT). Nhưng chúng ta đã kiểm tra tất cả những hình 
thuộc loại đó ở đây rồi còn gì nữa? Hình 3.1 còn có "chiếc tháp” (VHI) mà ta 
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có bằng cách dựng một "mái nhà" ở đáy trên của hình lập phương. Đến đây, ta 
cảm thấy có khả năng khái quát hoá. Thay hình lập phương bằng một hình đa . 
diện bất kì, chọn một mặt bất kì của hình đa diện đó và dựng trên mặt đó một 
"mái nhà". Giả sử hình đa diện ban đầu có M mặt, Ð đỉnh và C cạnh; và giả sử 
mặt đã chọn có z cạnh. Chúng ta thêm vào mặt này một hình chóp có ø mặt bên 
và được một hình đa diện mới. Hình đa diện mới có "mái nhà" này có bao 
nhiêu mặt, đỉnh và cạnh? Qua phép dựng đó, một mặt đã mất đi (mặt đã chọn) 
đồng thời xuất hiện ø mặt mới (z mặt bên của hình chóp) do đó hình đa diện 
mới có M~ I + mặt. Tất cả các đỉnh của hình đa diện cũ đều là đỉnh của hình 
đa diện mới, nhưng có một đỉnh mới được thêm vào (đỉnh của hình chóp). Và 
hình đa diện mới có C + „ò cạnh. 


Ta tổng kết: hình đa diện ban đầu có M mặt, Ð đỉnh và C cạnh, hình đa 
diện mới với "mái nhà" có: : 
M+m—1 mặt, Ð + Ị đỉnh, C + ø cạnh. 
Điều đó có phù hợp với g1ả thuyết của chúng ta nữa không? 
Nếu hệ thức M +ĐÐ=C+2 được thoả mãn thì tất nhiên hệ thức: 
(M+z-l)+(ÐĐ+ l)=(C+m)+2 
cũng được thoả mãn. Nói cách khác, nếu giả thuyết của chúng ta được nghiệm 
đúng với các hình đa diện ban đầu thì nó cũng nghiệm đúng với hình đa diện 
mới có "mái nhà". 

Giả thuyết của chúng ta cũng đúng trong việc "dựng thêm mái nhà" và như 
vậy là nó đã qua một cuộc thử thách rất gian khổ. Từ những hình đa diện đã 
nghiên cứu, bằng cách lặp lại việc "dựng mái nhà" chúng ta có thể thu được vô 
số hình đa diện khác nhau, và như đã chứng minh, giả thuyết của chúng ta 
đúng với tất cả những hình đa diện đó. 

Nhân thể hãy xét thêm: hình "lập phương cụt", hình cuối cùng ở hình 3.1, 
mở ra một con đường nghiên cứu tương tự. Thay hình lập phương "cụt" bằng 
hình đa diện bất kì, bằng cách cắt một đỉnh chọn tuỳ ý. Giả sử hình đa diện đầu 
tiên có M, Ð và C theo thứ tự là số mặt, số đỉnh và số cạnh, và giả sử n là số 
cạnh tách khỏi đỉnh đã chọn. Cắt đỉnh này ra, chúng ta thêm vào một mặt mới 
(có m cạnh), cạnh mới, và cũng thế ø đỉnh mới, nhưng lại mất một đỉnh. Tóm 
lại, hình đa diện "cụt" mới có M + l;Ð+— l; C+ø theo thứ tự là số mặt, số 
đỉnh và số cạnh. Bây giờ thì từ M +Ð=C+2 sẽ SUY TA: 

(M+l)+(Đ+„— 1)=(C+m)+2. 
nghĩa là giả thuyết của chúng ta đủ vững vàng để chịu đựng một "phép cắt". Và 
như thế là nó đã trải qua thêm một cuộc thử thách gian khổ nữa. 
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Tất nhiên, ta coi những nhận xét trên đây là những bằng chứng hùng hồn 
thuyết minh cho giả thuyết của chúng fa. Từ đó còn có thể khai thác thêm một 
điều khác nữa: gợi ý đầu tiên của phép chứng minh. Xuất phát từ một số hình 
đa diện đơn giản nào đó nghiệm đúng giả thuyết, chẳng hạn như hình tứ diện 
hoặc hình lập phương, bằng cách dựng "mái nhà” hoặc "cất cụt” chúng ta có 
thể thu được vô số những hình đa diện khác nhau và giả thuyết của chúng ta 
cũng đúng với những hình đa diện đó. Chúng ta có thể thu được ¿ấ? cđ các hình 
đa diện chăng? Và nếu thế thì chúng ta đã chứng minh xong! Ngoài ra, còn có 
thể có những phép khác, giống như phép "cắt cụt" hay "dựng mái nhà", cũng 
bảo tồn các hệ thức đã nêu ở trên. 


ð. Xác nhận và xác nhận 


Quá trình tư duy của một nhà sinh học có kinh nghiệm, về cơ bản không 
khác quá trình tư duy của một người bình thường, nhưng nó cẩn thận hơn. Một 
số điều quan sát được sẽ dẫn một người bình thường và cả nhà bác học bởi một 
giả thuyết và cả hai người đều chú ý đến những trường hợp cuối cùng nhất, 
xem chúng có phù hợp với giả thuyết hay không. Những trường hợp phù hợp sẽ 
làm cho giả thuyết đáng tin cậy hơn, còn những trường hợp ngược lại thì sẽ bác 
bỏ nó. Và ở đây bắt đầu có sự khác biệt: những người bình thường có xu hướng 
thích tìm những trường hợp thuộc loại thứ nhất hơn, còn nhà bác học thì lại 
thích tìm những trường hợp thuộc loại thứ hai. Nguyên nhân là ở chỗ mỗi một 
người đều có ít nhiều tự phụ - người bình thường cũng như nhà bác học - nhưng 
mỗi người đều đánh giá mình một cách khác nhau. Một "Ngài" nào đó không 
thích thú nhận - ngay cả với mình - rằng mình sai lâm. Vì thế "Ngài" không 
thích những trường hợp mâu thuần, "Ngài" tránh những trường hợp ấy, thậm 
chí mỗi khi gặp chúng thì "Ngài" có khuynh hướng giải thích thế nào đó để đi 
đến kết luận là chúng không mâu thuẫn với giả thuyết. Nhà bác học thì ngược 
lại, sắn sàng thừa nhận giả thuyết sai, nhưng lại không thích để lại những vấn 
để chưa được giải quyết. Và đó chính vì trường hợp phù hợp chưa giải quyết 
trọn vẹn vấn đề, còn trường hợp mâu thuẫn thì giải quyết vấn đề. Nhà bác học 
đang cố gắng giải quyết trọn vẹn vấn đề, sẽ tìm những trường hợp phủ nhận giả 
thuyết và khả năng đó càng lớn thì ông ta càng thú vị. Cần phải thấy một nhân 
tố quan trọng. Nếu gặp một trường hợp đe doạ phủ nhận giả thuyết, nhưng rốt 
cuộc nó lại phù hợp với giả thuyết thì qua cuộc thử thách, giả thuyết đó lại 
càng vững vàng hơn. Càng nguy hiểm bao nhiêu, càng vinh quang bấy nhiêu. 
Sự thử thách càng gian khổ thì việc công nhận giả thuyết càng vẻ vang, việc 
xác nhận nó bằng thực nghiệm càng mạnh mẽ. Có thí dụ này và thí dụ khác, có 
xác nhận này và xác nhận khác. Thí dụ xác suất bác bỏ giả thuyết lớn bao giờ 
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cũng đưa giả thuyết đến gần cách giải quyết hơn là một thí dụ mà xác suất đó 
nhỏ hơn. Điều đó giải thích tại sao nhà bác học lại thích loại trên hơn. 

Đây giờ có thể nghiên cứu bài toán cụ thể của chúng ta xem có thể ứng dụng 
những nhận xét trên đây vào việc "nghiên cứu bằng thực nghiệm các hình đa 
diện” như thế nào? Mỗi trường hợp mới, xác nhận hệ thức M + Ð = C + 2 làm ta 
càng thêm tin rằng hệ thức ấy nói chung đúng. Nhưng ta đã quá mệt vì một loạt 
các xác nhận đơn điệu. Một trường hợp không khác mấy so với những trường hợp 
đã nghiên cứu trước, nếu nó phù hợp với giả thuyết thì tất nhiên là cũng làm tăng 
niềm tin của ta, nhưng chỉ tăng rất ít. Thật vậy, trước khi thử ta có thể tin rằng 
trường hợp đang khảo sát sẽ tiến hành y như những trường hợp trước vì chúng chỉ 
khác nhau rất ít. Điều ta mong muốn không chỉ là một sự xác nhận khác, mà là 
một sự xác nhận kiểu khác. Thật vậy, điểm lại những giai đoạn nghiên cứu khác 
nhau của ta (§2, 3 và 4) ta có thể nhận thấy rằng mỗi một giai đoạn đó cho một 
kiểu xác nhận "ưu việt” hơn những kiểu trước. Ở mỗi giai đoạn giả thuyết được 
xác nhận đối với những trường hợp phong phú hơn so với giai đoạn trước. 


6. Một trường hợp rất đặc biệt 


Vì tính muôn màu muôn vẻ là quan trọng nên ta hãy tìm một hình đa diện 
nào đó khác hẳn với những hình đa diện mà ta đã nghiên cứu từ trước đến nay. 
Chẳng hạn, ta có thể nghĩ đến một hình đa diện là cái khung ảnh. Hãy lấy một 
thanh gỗ dài 3 cạnh, chặt nó ra làm 4 đoạn. Nối các đầu mút của 4 đoạn ấy với 
nhau thành một hình đa diện hình cái khung. Trên hình 3.2 cái khung được đặt 
trên bàn sao cho các cạnh của thanh gỗ lúc chưa chặt đều nằm ngang. Có 4 lần 
3 tức là 12 cạnh nằm ngang, và cũng có 4 lần 3 cạnh không nằm ngang. Vậy, 
số cạnh tất cả là C= 12 + 12 = 24. 


Hình 3.2. Ð„ điện có dạng hình xuyến 
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Tính số mặt và số đỉnh, chúng ta thấy: 
M=4x3= 12; Đ=4x3= I2. 


Bây giờ thì M + Ð = 24 khác với C + 2 = 26. Hoá ra giả thuyết của chúng 
ta sai trong trường hợp hoàn toàn tổng quát! 

Tất nhiên, ta có thể nói rằng ta không định thiết lập giả thuyết trong mức 
độ tổng quát như vậy, rằng ta luôn luôn chỉ xét những hình đa diện lồi, hay như 
người ta thường nói những hình đa diện "có dáng hình cầu", chứ không phải 
những hình đa diện "có dạng hình xuyến” như cái khung ảnh. Nhưng đó chỉ là 
cái cớ thoái thác. Thực tế, ta phải thay đổi quan điểm của mình và cải biến điều 
đã khẳng định lúc đầu. Rất có thể là đòn đau đối với ta, rốt cuộc lại là một điều 
may mắn đưa ta đến chỗ điểu chỉnh và phát biểu giả thuyết chính xác hơn. 
Nhưng dù sao thì vẫn là một đòn đánh vào lòng tin của ta. 


7. Tương tự 


Thí dụ về "những cái khung ảnh" đã "giết chết" giả thuyết của ta ở dạng 
đầu tiên, nhưng giả thuyết có thể nhanh chóng "hồi sinh" dưới dạng đã được 
điều chỉnh (có thể hi vọng là hoàn hảo hơn) với những hạn chế quan trọng. 
Hình tứ diện là một hình lôi. Hình lập phương cũng thế, tập hợp các hình đa 
điện trên hình 3.I cũng thế. Và tất cả những hình đa diện nhận được từ những 
hình đa diện trên bằng việc "cắt cụt” hay "dựng mái nhà" (dựng những mái nhà 
khác bằng phẳng trên các mặt khác nhau của hình đa diện) đều là lồi cả. Trong 
mọi trường hợp đều không thể có nguy cơ là những phép đó biến một hình đa 
diện lồi hay "có dạng hình cầu” thành một hình đa diện “có dạng hình xuyến”". 

Nhận xét được điều đó, ở đây ta có một bổ sung rất cần thiết. Ta sẽ giả 
thuyết rằng, trong một hình đa diện lồi bất kì, bao giờ cũng thoả mãn hệ thức 
M+ĐÐ=C+2 giữa số mặt, số đỉnh và số cạnh (có thể là ta thích hạn chế lại 
trong trường hợp những hình đa diện "dạng hình cầu”, nhưng ta không muốn 
dừng lại để xác định ý nghĩa của thuật ngữ này). 

Giả thuyết này có nhiều khả năng là đúng. Nhưng dẫu sao ta cũng chưa 
dám tin và ta hãy tìm một s1 củng cố mới nào đó cho giả thuyết của mình. Ta 
cũng không thể hi vọng nhiều vào những sự xác nhận sau này. Hình như là ta 
đã dùng hết những tư liệu rõ ràng nhất. Tuy nhiên, ta còn có thể hi vọng phép 
tương tự có thể giúp ta trong việc này. Có một trường hợp tương tự nào đó đơn 
giản hơn có thể có ích đối với ta không? 

Tương tự với hình.đa diện là hình đa giác. Hình đa giác là một phần của 
mặt phẳng cũng như hình đa diện là một phần của không gian. Hình đa giác có 
Ð đỉnh (đỉnh của các góc của nó) và C cạnh. Rõ ràng là Ð = C. 
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Nhưng hệ thức đó - đúng với những hình đa giác lồi - tỏ ra quá đơn giản và 
ít soi sáng cho hệ thức phức tạp hơn, hệ thức mà ta nghĩ là đúng đối với những 
hình đa diện lồi. 

M+ÐĐ=C+2 


Nếu thật sự quan tâm đến vấn đề đang nghiên cứu thì tất nhiên ta sẽ thử 
làm cho những hệ thức ấy gần với nhau hơn. Có một phương pháp sắc sảo để 
thực hiện điều đó. Trước hết, ta phải sắp xếp những số khác nhau theo một thứ 
tự tự nhiên. Hình đa diện là ba chiều, mặt của nó (những đa giác) là hai chiều, 
cạnh của nó là một chiều, và đỉnh của nó (điểm) dĩ nhiên là không chiều. Bây 
giờ có thể viết lại các đẳng thức trên, bằng cách xếp các đại lượng theo thứ tự 
tăng dần về số chiều. 

Hệ thức của hình đa giác sẽ viết dưới dạng: 

Đ—-C+l=l. 
Viết như thế thì có thể so sánh được với hệ thức của hình đa diện dưới dạng: 
Đ—-C+M-I=l. 

Đơn vị ở vế trái của đẳng thức đối với hình đa giác ứng với yếu tố hai 
chiêu đuy nhất là phần bên trong của đa giác. Đơn vị ở vế trái của đẳng thức 
đối với hình đu diện ứng với yếu tố ba chiều duy nhất là phần bên trong của 
hình đa diện. Các số ở vế trái của đẳng thức, theo thứ tự dùng để đếm các yếu 
tố không chiều, một chiều, hai chiều và ba chiều, đều được sắp xếp theo thứ tự 
tự nhiên với các dấu + và — xen kẽ. Trong cả hai trường hợp, vế phải của hai 
đẳng thức đều giống nhau; sự tương tự hình như là hoàn toàn. Vì rằng đẳng 
thức đầu rõ ràng là đúng đối với các hình đa giác, nên sự tương tự đó làm tăng 
niềm tin của ta vào đẳng thức thứ hai đối với các hình đa diện, mà ta đã phát 
biểu trong giả thuyết. 


8. Phân hoạch không gian 

Bây giờ, ta chuyển sang một thí dụ khác về phép quy nạp trong không gian. 

Ở thí dụ trên, ta đã xuất phát từ nhận xét chung, trong chừng mực nào đó, 
còn lờ mờ. Bây giờ điểm xuất phát của ta là một bài toán cụ thể, với những nét 
rõ ràng. Ta sẽ nghiên cứu một bài toán đơn giản, nhưng hơi lạ, của hình học 
không gian: 5 mặt phẳng chia không gian thành bao nhiêu phần? 

Nếu 5 mặt phẳng đó song song với nhau thì câu trả lời sẽ rất đơn giản: rõ 
ràng là không gian được chia ra làm 6 phần. Song, trường hợp này quá đặc biệt. 
Nếu những mặt phẳng của ta ở vào "vị trí tổng quát" sao cho không có hai mặt 
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phẳng nào trong số đó song song với nhau thì không gian sẽ được chia ra nhiều 
hơn 6 phần. Sau khi đã đạt được điểm chủ yếu đó, cần phải diễn đạt bài toán 
một cách chính xác hơn: 5 mặt phẳng ở vị trí tổng quát chia không gian làm 
bao nhiêu phẩm? 

Ta hiểu khái niệm "vị trí tổng quát" một cách hoàn toàn trực giác những 
mặt phẳng ấy ở vị trí sao cho giữa chúng không có những liên hệ đặc biệt, 
chúng độc lập với nhau và được chọn một cách tuỳ ý. Có thể dễ dàng giải thích 
đầy đủ thuật ngữ này bằng một định nghĩa hình thức, nhưng ta không làm như 
vậy vì hai lí do. Một là: không cần thiết phải trình bày quá hình thức. Hai là: để 
lại một khái niệm ít nhiều chưa thật rõ ràng. thái độ của ta gần giống thái độ 
của một nhà sinh học là người thường phải bắt đầu bằng một vài khái niệm 
chưa thật rõ ràng, rồi trong quá trình tiến lên sẽ giải thích chúng. 


9. Biến dạng bài toán 


Hãy tập trung chú ý vào bài toán của ra. Người ta cho 5 mặt phẳng ở vị trí 
tổng quát. Chúng chia không gian thành một số phần nhất định (ta có thể nghĩ 
đến miếng pho mát được cắt thành những mẩu bằng 5 nhát cắt phẳng của một 
con dao sắc). Chúng ta cần phải tìm số phần đó (miếng pho mát bị chia làm 
mấy phần?). 

Thật khó có thể nhìn thấy ngay những phần của không gian do 5 mặt phẳng 
chia cắt ra (có thể là không "nhìn" thấy được. Dù sao đi nữa cũng không nên 
_ gắng sức tưởng tượng, tốt hơn là hãy cố gắng suy nghĩ. Trí tuệ có thể dẫn bạn 
đi xa hơn là trí tưởng tượng). Nhưng tại sao phải là 5 mặt phẳng? Tại sao lại 
không phải là một số mặt phẳng bất kì? 4 mặt phẳng chia cắt không gian thành 
mấy phần? 3 mặt phẳng, 2 mặt phẳng hay là chỉ một mặt phẳng chia không 
gian làm mấy phần? 


Ở dây, ta đã đi đến những trường hợp mà trực giác hình học có thể đạt tới 
được. Một mặt phẳng rõ ràng là chia không gian ra làm hai phần. Hai mặt 
phẳng chia không gian ra làm ba phần nếu chúng song song. Nhưng ta phải loại 
bỏ trường hợp đặc biệt này. Hai mặt phẳng ở vị trí tổng quát sẽ cắt nhau và chia 
không gian làm 4 phần. Ba mặt phẳng ở vị trí tổng quát sẽ chia không gian ra 
làm 8 phần. Để hiểu thật rõ trường hợp cuối cùng, khó hơn này, có thể hình 
dung một toà nhà, trong đó có hai bức tường thẳng đứng cắt nhau và một cái 
trần nằm ngang có xà ngang chống đỡ. Xung quanh giao điểm của cái trần và 
hai bức tường thì cái trần này vừa là sàn của 4 cái phòng ở tầng trên, vừa là trần 
của 4 phòng Khác ở tầng dưới. 
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10. Khái quát hoá, đặc biệt hoá và tương tự 


Bài toán của ta có liên quan tới 5 mặt phẳng. Nhưng đáng lẽ nghiên cứu 5 
mặt phẳng thì ta đã bắt đầu nghiên cứu 1, 2 và 3 mặt phẳng. Ta đã phí thời giờ 
chăng? Hoàn toàn không. Ta vừa nghiên cứu những trường hợp tương tự đơn 
giản hơn, vừa chuẩn bị cho bài toán của ta. Ta đã thử sức ta trong những trường 
hợp đơn giản hơn này, tìm hiểu những khái niệm cần thiết và đã làm quen với 
những loại bài tập mà ta phải gặp. 

Chính con đường đã dẫn ta đến những bài toán tương tự đơn giản hơn này, 
là con đường điển hình đáng được chú ý. Trước tiên, ta đi từ trường hợp 5 mặt 
phẳng đến trường hợp một số bất kì mặt phẳng, chẳng hạn, ø mặt phẳng: ta đã 
thực hiện khái quát hoá. Sau đó, từ ø mặt phẳng ta trở lại 4 mặt phẳng, 3 mặt 
HE 2 mặt phẳng rồi chỉ l mặt phẳng, tức là trong bài toán tổng quát ta đặt 

= 4, 3, 2, l: ta đã tiến hành đặc biệt hoá. 

Những bài toán phân hoạch không gian bằng ba mặt phẳng ¿ương tự với bài 
toán đặt ra đầu tiên về 5 mặt phẳng. Như vậy là ta đã đi đến sự tương tự theo 
con đường thông thường: mở đầu là khái quát hoá, tiếp theo là đặc biệt hoá. 


11. Một bài toán tương tự 


Sự việc sẽ như thế nào đối với trường hợp 4 mặt phẳng? Bốn mặt phẳng ở vị 
trí tổng quát xác định những phần không gian khác nhau; trong số đó có một 
phần được giới hạn bằng 4 mặt hình tam giác và gọi là hình tứ diện (xem hình 
3.3). Hình tượng này làm ta nhớ đến 3 đường thẳng ở vị trí tổng quát trong mặt 
phẳng. Chúng xác định những phần mặt phẳng khác nhau, trong số đó có một 
phần được giới hạn bởi ba đoạn thẳng và gọi _ tam giác (xem hình 3.4). Số 
phần cần tìm là 7. 


Hình 3.3. Phản chia không gian bằng 4 mặt phẳng 
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Ta đã tìm được cách giải bài toán tương tự đơn giản hơn; nhưng có thể 
dùng cách này giải bài toán ban đầu không? 

Có thể được, nếu ta khéo phân tích sự tương tự của hai hình này. Ta cần xét 
sự phân hoạch mặt phẳng bằng ba đường thẳng, sao cho sau đó có thể áp dụng 
vào việc nghiên cứu sự phân hoạch không gian bằng 4 mặt phẳng. 


Như vậy, ta xét lại lần nữa sự phân 
hoạch mặt phẳng bằng ba đường thẳng 
tạo nên một tam giác. Một phần thì hữu 
hạn là phần bên trong của tam giấc. 
Còn những phần vô hạn thì có chung 
với tam giác hoặc là một cạnh (cả thảy 
có 3 phần như thế) hoặc là một đỉnh 
(cũng có ba phần như vậy). Vậy, có tất 

2 cả là: 
Hình 3.4. Phản chia mặt phẳng 
bằng ba đường thẳng I1+3+3=7 (phần). 


Bây giờ hãy nghiên cứu sự ự phân hoạch không gian bằng 4 mặt phẳng tạo 
thành một hình tứ diện. Những phần vô hạn có thể có với hình tứ diện hoặc là 
một mặt chung (yếu tố hai chiều của biên giới, có 4 phần như thế) hoặc là một 
đỉnh chung (yếu tố 0 chiều của biên giới, có 4 phần như thế, xem hình 3.3). 
Vậy, có tất cả là 1 + 4 + 6 + 4 = 15 (phần). 

Ta đã tìm thấy kết quả này nhờ tương tự và đã sử dụng phép tương tự một 
cách điển hình, cơ bản. Đầu tiên ta nghĩ ra một bài toán tương tự dễ hơn và giải 
bài toán đó. Sau đó, để giải bài toán ban đầu khó hơn (về hình tứ diện) ta lại 
dùng bài toán tương tự dễ hơn (về tam giác) làm mô hình; khi giải bài toán khó 
hơn ta đã theo mẫu giải bài toán đễ hơn. Nhưng trước khi làm điều đó, ta phải 
nghiên cứu lại cách giải bài toán dễ hơn. Ta đã xây dựng lại, tu chỉnh cách giải 
đó theo một mẫu mới, dễ bắt chước. 


Chú ý đến một bài toán tương tự dễ hơn, giải bài toán đó và tu chỉnh cách 
giải sao cho nó có thể trở thành mô hình, để cuối cùng giải được bài toán đầu 
tiên bằng cách lần theo mô hình vừa tạo ra, đó là một phương pháp mà người 
chưa quen tưởng như là loanh quanh, nhưng thường được áp dụng trong việc 
nghiên cứu khoa học, toán học cũng như các khoa học khác. 


12. Một loạt bài toán tương tự 


Tuy nhiên, bài toán đầu tiên của ta vẫn chưa được giải. Đó là sự phân 
hoạch không gian bằng 5 mặt phẳng. Bài toán tương tự đối với hai chiều là bài 


toán nào? Sự phân hoạch bằng 5 đường thẳng chăng? Hay 4 đường thẳng? Đối 
với ta, có lẽ tốt hơn là nghiên cứu bài toán này trong dạng tổng quát nhất: phân 
hoạch không gian bằng ø mặt phẳng và phân hoạch mặt phẳng bằng ø đường 
thẳng. Những đường thẳng dùng để chia ây, tất nhiên là phải ở vào vị trí tổng 
quát (không có hai đường thẳng nào song song và không có ba đường thẳng 
nào đồng quy). 

Nếu ta quen dùng phép tương tự hình học, thì có thể tiến thêm một bước 
nữa và nghiên cứu việc chia đường thẳng bằng điểm phân biệt. Mặc dù bài toán 
đó có vẻ khá tầm thường, nó cũng có thể có ích cho ta. Ta dễ dàng thấy rằng, 
một đường thẳng bị một điểm chia thành 2 phần, bị 2 điểm chia thành 3 phần, 3 
điểm chia thành 4 phần và tổng quát thì ø điểm chia đường thẳng thành ø + l 
phần khác nhau, 

Một lần nữa, nếu ta quen chú ý đến những trường hợp giới hạn, thì ta có thể 
xem toàn bộ không gian, toàn bộ mặt phẳng hay đường thẳng như là sự phân 
hoạch do 0 phần tử phân hoạch tạo ra. 

Hãy thành lập bảng sau đây ghi tất cả những kết quả mà ta đã thu được từ 
trước đến giờ: 


Số phần tử Số phần khi chia 
dùng đã không gian bằng mặt phẳng bằng đường thẳng 
chia cắt những mặt phẳng | những đường thẳng | bằng những điểm |' 


| 

| 

ị 4 | 
| 4 15 | 
| n ¬ n+Ì 


1Ö. Đôi khi giải nhiều bài toán lại để hơn là chỉ giải một bài 


Ta đã chuẩn bị giải bài toán liên quan với việc phân hoạch không gian bằng 
5 mặt phẳng. Ta chưa giải bài ấy nhưng đã nêu ra nhiều bài toán mới. Mỗi 
khoảng trống trong bảng của ta ứng với một vấn đề chưa được giải quyết. 


Œœ® 
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Cách tích luỹ nhiều bài toán mới, đối với người chưa quen, có vẻ như là 
ngớ ngẩn. Nhưng một số kinh nghiệm giải toán có thể dạy ta rằng việc giải 
đông thời nhiều bài toán đôi khi dễ hơn chỉ giải một trong những bài ấy, nếu 
phần lớn bài toán đó phối hợp với nhau chặt chẽ, còn chính bản thân một bài 
toán thì đơn độc. Bây giờ bài toán ta nêu ban đầu nổi lên như một trong các bài 
' toán chưa giải được. Nhưng vấn đề là các bài toán chưa giải được này hợp 
thành một loại: chúng được sắp xếp cẩn thận, nhóm lại với nhau, có sự /ương f/ 
chặt chẽ với nhau và với một số bài toán đã giải rồi. Nếu so sánh tình hình hiện 
tại của vấn để của chúng ta - đã được xếp đúng vào loại các vấn để tương tự - 
với tình hình lúc đầu, khi nó còn hoàn toàn cô lập thì, tự nhiên, ta có khuynh 
hướng tin tưởng rằng sự việc đã khá lên một chút. 


14, Giả thuyết 


Ta sẽ quan sát những kết quả kê trên bảng như nhà sinh học quan sắt tập hợp 
các mẫu vật thu thập được. Bảng này khêu gợi óc tìm tòi, khả năng khảo sát của 
ta. Liệu ta có thể tìm thấy được mối liên hệ nào đó, quy luật nào đó không? 


Nhìn cột thứ hai (chia không gian bằng các mặt phẳng) ta có thể nhận thấy 
tổng dãy I, 2, 4, 8,... một quy luật rõ ràng sau đây: ta có các luỹ thừa liên tiếp 
của 2. Nhưng thất vọng làm sao! Số hạng tiếp sau trên cột này là 15 chứ không 
phải là i6 như ta mong đợi. Điều dự đoán của ta không hay lắm và ta phải tìm 
cách khác. 

Rút cuộc, ta có thể ngẫu nhiên cộng hai SỐ nằm kề nhau và nhận thấy tổng 
của chúng trên bảng. Ta chú ý đến mối Hên hệ độc đáo này; ta sẽ có mỗi số Ở 
trong bảng nếu ta cộng hai số khác: một số ở ngay phía trên nó, số kia cũng ở 
hàng trên nhưng về bên phải. Chẳng hạn, các số: 


œo° 
_- 


cớt 


liên hệ với nhau bởi hệ thức Š + 7 = :Š. 

Mối liên hệ đặc sắc này là chiếc. chìa khoá kì diệu. Có lẽ khó mà tin rằng, 
mối liên hệ này - mối liên hệ mà có thể quan sát thấy trên toàn bộ bảng đã 
được tính toán - lại có thể là kết quả của sự ngẫu nhiên đơn thuần. 

Như vậy, kết quả trên đây đưa ta đến ý nghĩ rằng, quy luật vừa nêu có thể 
áp dụng được cả ra ngoài phạm vi những quan sát của ta, những số chưa tìm 
thấy cũng tuân theo đúng quy luật như những số đã tính được. Và như thế là ta 
đi đến giả thuyết là quy luật mà ta ngẫu nhiên tìm được luôn luôn đúng. 


Xi 


Nếu đúng như thế thì ta có thể giải được bài toán nêu ra ban đầu bằng cách 
cộng những số nằm kề nhau, ta có thể kéo dài bảng của ta cho đến số mà ta 
muốn tìm: 


Trong bảng trên đây xuất hiện hai số mới, được in đậm và tính được bằng 
các phép cộng: II = 7 + 4; 26 = 15 + 11. Nếu điều ta dự đoán là đúng thì số 
phần của không gian do 5 mặt phẳng ở vị trí tổng quát phân ra phải là 26. Hình 
như ta đã giải xong bài toán đề ra, hoặc ít nhất ta cũng tìm được giả thuyết có 
lí, mà tất cả các khảo sát thu thập được từ trước đến nay đã xác nhận. 


lỗ. Dự đoán và xác nhận 


Trên đây ta đã tiến hành theo đúng cách thức điển hình của hoạt động của 
một nhà sinh học. Nếu nhà sinh học quan sát thấy một quy luật lạ thường nào 
đó, không thể quy một cách hợp lí vào sự ngẫu nhiên đơn thuần được, thì ông 
ta giả định rằng quy luật này cũng áp dụng được ngoài phạm vi những khảo sát 
thực tế của mình. Việc thừa nhận giả thuyết này thường là bước quyết định 
trong sự nghiên cứu quy nạp. 

Bước tiếp theo có thể là sự dự đoán. Trên cơ sở những quan sát đã tiến hành 
từ trước và sự phù hợp của chúng với quy luật đã giả định, nhà sinh học dự 
đoán kết quả của sự quan sát tiếp sau của mình... Nhiều điều phụ thuộc vào kết 
quả của bước quan sát tiếp theo này. Điều dự đoán đúng hay sai? Ta cũng đang 
Ở trong tình trạng như vậy. Ta đã thấy, hoặc đúng hơn, đã dự đoán rằng số miền 
của mặt phẳng do 4 đường thẳng ở vị trí tổng quát chia ra là 11. Có đúng thế 
không? Giả thuyết của ta đúng chăng? 

Nghiên cứu hình vẽ phác (hình 3.5) ta có thể tin chắc rằng điều ta dự đoán 
là đúng: số II thực sự là số đúng. Điều xác nhận đó về dự đoán của ta là những 
lí lẽ quy nạp có lợi cho quy tắc mà ta dựa vào để nêu dự đoán. Vượt qua thử 
thách một cách thắng lợi, giả thuyết của ta trở nên vững chắc hơn. 
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16. Một lần nữa và tốt hơn 


Ta tin rằng số 11 đó là đúng sau khi 
xem hình vẽ và đếm số phần mặt phẳng 
được chia ra. Đúng, 4 đường thẳng ở vị 
trí tổng quát, rõ ràng chia mặt phẳng 
thành 11 phần. Nhưng ta hãy làm lại điều 
đó lần nữa và làm tốt hơn. Ta đếm lại 
những phản ấy bằng cách nào đó. Hãy 
đếm lại các phần và đếm sao cho ta hoàn 
toàn tin rằng ta không nhầm, không sai 
và không mắc lừa do vị trí đặc biệt của 
các đường thẳng. 


Hình 3.5. Mặt phẳng bị chia cắt 
bởi 4 đường thẳng 


Ta bắt đầu từ 3 đường thẳng xác định đúng 7 phần trong mặt phẳng. Ta có 
một số cơ sở để tin rằng 4 đường thẳng xác định II phần. Vì sao lại thêm đúng 
4 phần? Tại sao ở đây lại xuất hiện số 4? Vì sao vạch thêm đường thẳng mới lại 
làm tăng thêm đúng 4 phần? 

Trên hình 3.5 ta tách ra một đường thẳng và vẽ nó bằng nét đứt (hình 3.6). 
Về hình dạng, hình mới không khác hình cũ mấy, nhưng nó biểu thị một quan 
điểm rất khác. Ta coi đường thẳng mới tách ra này như một đường mới còn ba 
đường kia là cũ. 

Những đường cũ chia mặt phẳng thành 7 phần. Có gì xảy ra khi ta thêm 
đường thẳng mới vào? 

Đường thẳng mới được vẽ một cách tuỳ ý phải cắt mọi đường thẳng cũ, và 
hơn nữa, cắt tại những điểm khác nhau. Do đó có 3 điểm. Ba điểm này chia 
đường thẳng mới thành 4 đoạn. Mỗi: 
đoạn chia từng phần cũ của mặt phẳng 
thành hai phần mới. Bốn đoạn thẳng của 
đường thẳng mới này tạo nên 8 phần 
mới và bỏ đi 4 phần cũ thì số phần được 
tăng lên đúng bằng 4. Đó chính là 
nguyên nhân vì sao số các phần bây giờ 
lại tăng thêm đúng 4 so với trước: 

4+7=11 „ 

Cách tìm số II này có sức thuyết 
phục và làm sáng tỏ bài toán mà ta đang Hình 36, Chuyển từ 3 lên 4 đường thẳng 


bác, 


xét. Bây giờ ta có thể tìm thấy cơ sở của tính quy luật mà ta đã quan sắt và đã 
dựa vào đó để nêu ra dự đoán về số 11. Ta bắt đầu ngờ là có một sự giải thích 
nào đó ẩn sau các sự kiện, và lòng tin của ta vào Sự đúng đắn của tính quy luật 
quan sát được đã tăng lên gấp bội. 


17. Quy nạp gợi ý cho diễn dịch: trường hợp riêng gợi ý cho 
chứng minh tổng quát 


Ta luôn luôn chỉ ra một cách cặn kẽ rằng cách suy luận của ta và tác phong 
của nhà sinh học rất giống nhau. Ta đã bắt đầu từ một bài toán riêng giống như 
nhà sinh học bắt đầu từ những quan sát rắc rối. Lưu ý đến những trường hợp 
riêng dễ hiểu, rồi quan sát những điều tương tự có ích, ta đã tiến dần lên bằng 
cách thử và khái quát hoá. Ta đã thử dự đoán một vài quy luật và đã mắc sai 
lầm, rồi lại cố gắng làm lại và đã làm tốt hơn. Ta đã nêu được quy luật chung, 
quy luật này đã được củng cố bằng toàn bộ những kết quả thí nghiệm mà ta có 
khả năng thực hiện. Đem áp dụng thử vào một trường hợp riêng ta thấy rằng nó 
phù hợp với quy luật dự đoán. Từ đó, ta càng thêm tin vào quy luật nêu ra. Cuối 
cùng, ta đã lưu ý đến cơ sở của quy luật chung này, giải thích nó và lòng tin 
của ta tăng thêm rất nhiều. Công việc nghiên cứu của một nhà sinh học có thể 
cũng trải qua đúng những giai đoạn như vậy. 

Tuy nhiên đường đi của nhà toán học so với nhà sinh học vẫn có khác biệt 
rất lớn. Quan sát là quyền lực cao nhất đối với nhà sinh học chứ không phải đối 
với nhà toán học. Sự xác nhận, dựa trên nhiều thí dụ chọn hay, là phương pháp 
duy nhất để củng cố một quy luật nêu ra trong các khoa học tự nhiên. Điều xác 
nhận trên cơ sở của nhiều thí dụ chọn tốt có thể rất có ích vì có tác dụng 
khuyến khích, nhưng không thể chứng minh được quy luật nêu ra tronš toán 
học. Hãy xét trường hợp riêng cụ thể của ta. Việc khảo sát các trường hợp riêng 
khác nhau và so sánh chúng đã dẫn ta đến chỗ nêu ra quy tắc tổng quát mà từ 
đó suy ra được rằng lời giải của bài toán lúc đầu là số 26. Phải chăng mọi điều 
quan sát và điều xác nhận như vậy là đủ để chứng minh quy tắc tổng quát đó? 
Hay nó có thể chứng minh được trường hợp riêng rằng số 26 thực ra là lời giải 
bài toán của ta không? Không chút nào! Đối với nhà toán học với những tiêu 
chuẩn chặt chẽ thì số 26 chỉ là một điều dự đoán sáng sủa, còn quy luật chung 
đang còn nghi vấn kia thì chưa thể được chứng minh bằng bất kì bao nhiêu xác 
nhận thực nghiệm cả. Phép quy nạp chỉ đưa đến những kết quả có thể đúng chứ 
không khi nào chứng minh được các kết quả đó. 

Tuy nhiên có thể nhận thấy rằng việc nghiên cứu quy nạp có thể có ích 
trong toán học về một mặt khác mà ta chưa kể đến. Việc quan sát kĩ lưỡng các 
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trường hợp riêng dẫn ta đến kết quả toán học tổng quát, cũng có thể gợi ý về 
cách chứng minh kết quả ấy. Từ việc nghiên cứu chăm chú một trường hợp 
riêng có thể nảy ra một nhận thức chung. 


Thực tế ta đã gặp điều đó trong mục trước. Quy tắc tổng quát mà ta đã tìm 
ra nhờ phương pháp quy nạp, liên quan đến hai số kế tiếp trong bảng của ta, thí dụ 
như 7 và 4, và liên quan đến tới tổng của chúng, tổng đó trong trường hợp này 
bằng 11. Hơn nữa ở mục trước ta đã thấy rõ ý nghĩa hình học của các số 7, 4 và 
11 trong bài toán của ta và trong đó ta đã hiểu tại sao lại có hệ thức 7 + 4 = I1. 
Trên thực tế, ta đã nói tới việc chuyển từ 3 đường thẳng chia mặt phẳng sang 4 
đường thẳng như thế. Song các số 3 và 4 không có một giá trị đặc biệt nào, ta 
có thể chuyển hoàn toàn như vậy từ một số nguyên bất kì tới số tiếp theo, từ ø 
sang n + I. Trường hợp riêng đã xét có thể cho ta hình dung được về toàn bộ 
tình huống (thí dụ 2.10). Tôi xin dành cho bạn đọc được hoàn toàn tự do rút ra 
khái niệm chung từ quan sát riêng ở mục trước. Trong đó bạn đọc có thể chứng 
minh hình thức đối với quy tắc đã nêu ra bằng quy nạp, ít ra là đến mức có liên 
quan tới hai cột sau cùng. 


Tuy vậy, để thực hiện phép chứng minh, ta không những phải xét việc phân 
hoạch mặt phẳng bằng những mặt phẳng. Song ta hi vọng rằng nếu ta hiểu rõ 
được việc phân hoạch mặt phẳng, thì phép tương tự sẽ giúp ta hiểu rõ viêc phân 
hoạch không gian. Một lần nữa, tôi xin dành cho bạn đọc niềm vui khai thác 
được từ phép tương tự những điều có ích. 


18. Lại các giả thuyết 


Vấn đề phân hoạch mặt phẳng và không gian vẫn chưa kết thúc. Ta còn 
phải hoàn thành một vài phát minh nhỏ nữa, và những phát minh này hoàn toàn 
có thể thực hiện nhờ suy luận quy nạp. Ta dễ dàng đi đến những phát minh đó 
bằng cách quan sát tỉ mỉ và đối chiếu có ý thức các thí dụ riêng. 


Ta có thể hi vọng tìm ra công thức tính số các phần tạo nên trong sự phân 
hoạch mặt phẳng bằng ø đường thẳng ở vị trí tổng quát. Trên thực tế ta đã có 
công thức trong trường hợp tương tự đơn giản nhất: ø điểm khác nhau chia 
đường thẳng ra ø + I phần. Công thức tương tự này, các trường hợp riêng đã 
được ghi trong bảng của ta, và quy tắc tổng quát (mà hầu như ta đã chứng 
minh) được tìm ra bằng quy nạp cùng với tất cả các kết quả thu được cho đến 
nay, có thể giúp ta giải bài toán này. Tôi không đi vào chỉ tiết. Tôi chỉ đơn 
thuần nêu lên lời giải mà ta có thể tìm thấy, dựa vào các điều vừa gợi ý, theo 
các cách khác nhau. 
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n điểm khác nhau trên một đường thẳng chia đường thẳng đó ra ø + 1 phần; 
n đường thẳng, ở vị trí tổng quát, chia mặt phẳng thành 


L+n+ “E—” phân 


Bạn đọc có thể tìm ra công thức sau cùng hay ít nhất cũng có thể thử lại 
công thức đó trong các trường hợp đơn giản nhất với  = 0, 1, 2, 3, 4. Tôi cũng 
dành cho bạn đọc niềm vui khám phá ra công thức thứ ba cùng loại, đối với các 
phần của không gian. Khi tìm phát minh nhỏ này, bạn đọc sẽ có thêm kinh 
nghiệm về suy luận quy nạp trong các vấn đề toán học và sẽ cảm thấy là phép 
tương tự đã giúp ta rất nhiều trong khi giải các bài toán lớn hoặc nhỏ. đó 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG III 


Công thức M + Ð =C + 2, mà ta đã nêu lên giả thuyết về nó ở §1, là của 
Euler. Ta gọi đó là "công thức Euler", xem nó như là một giả thuyết và sẽ 
nghiên cứu nó trong các thí dụ I - 10 bằng các phương pháp khác nhau, khi thì 
bằng quy nạp và có khi là với mục đích tìm ra cách chứng mình. Tu sẽ trở lại 
công thức đó ở các thí dụ 21 - 30 và 31 - 41. Trước khi đề cập đến bất kì một 
thí dụ nào trong các mục đó, bạn hãy đọc các thí dụ tương ứng 2] và 31. 
1. Hai hình chóp, nằm về hai phía của mặt đáy chung, tạo thành một "hình 

chóp kép". Hình bát diện là một trường hợp riêng của hình chóp kép, mà 

mặt đáy chung là hình vuông. Công thức Euler có đúng cho mọi hình chóp 
kép không? 

2. Hãy lấy một hình đa diện lôi có M mặt, Ð đỉnh và C cạnh, chọn ở trong 
hình đa diện đó một điểm O (trọng tâm của nó chẳng hạn), dựng một hình 
câu tâm O và chiếu hình đa diện lên mặt cầu, qua tâm O. Phép chiếu này 
biến M mặt thành M vàng (hay M "nước") trên mặt câu, biến mỗi cạnh 
thành một đường biên giới của hai "nước" láng giêng và mỗi đỉnh thành 
một “góc” hay là biên giới chung của ba hay nhiều "nước" ("góc của ba 
nước” hay "góc của bốn nước", w.v...). Phép chiếu này làm cho các đường 
biên giới có một bản chất đặc biệt đơn giản (cung của các vòng tròn lớn) 
nhưng dĩ nhiên là, đối với việc phân chỉa mặt cầu thành những nước, thì 
công thức Euler còn đúng hay không, điều đó không phụ thuộc vào hình 
dạng chính vác của các đường biên giới, việc biến dạng liên tục các đường 
biên giới không ảnh hưởng gì đến các số M, Ð và C. 

1) Kinh tuyến là nửa đường tròn lớn nối hai cực Nam và Bắc. Vĩ tuyến là 

giao tuyến của mặt câu và mặt phẳng song song với xích đạo, m kinh tuyến 
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và p vĩ tuyến chia mặt cầu ra M "nước”. Tính M, Ð và C. Công thức Euler 
còn đúng không? : 

2) Phép chiếu hình bát diện từ tâm của nó lên mặt cầu là một trường hợp 
đặc biệt của tình huống đã mô tả ở 1). Giá trị của m và p? 

Sự ngẫu nhiên cũng có một vai trò nào đó trong các phát mình. Phát mình 
bằng quy nạp dĩ nhiên là phụ thuộc vào tài liệu khảo sát. Trong §1 ta đã 
sặp một số hình đa diện, nhưng ta cũng có thể gặp những hình đa diện 
khác một cách ngẫu nhiên. Có lẽ là tu đã không bỏ sót các hình đa điện 
đều, nhưng ta có thể đưa ra một bảng kê sau: 


Hình ẩu diện 
Hình tứ diện 


Hình 20 mặt _. 


Bạn có thấy một quy luật nào không? 

Bạn có thể giải thích được quy luật đó không? 

Nó liên quan như thế nào với công thức Euler? 

Bạn hãy khái quát hoá quan hệ giữa 2 hình đu diện quan sát được trong 
bảng ở thí dụ 3. 

(Quan hệ mô tả trong lời giấi của thí dụ 2, trong 2) là “hẹp” và "tỉ mỉ". Tuy 
nhiên, bạn hãy lấy một hình lập phương và một hình bát diện, tô đỏ các cạnh 
của một hình và tô xanh các cạnh của hình kia rồi chiếu chung từ một tâm 
chung P lên mặt câu, như đã mô tả ở thí dụ 2. San đó hãy khái quát hoá). 

Đã có thể chứng mình được công thức Euler trong trường hợp đặc biệt đối 
với những hình đa diện lồi mà các mặt đều là tam giác. Tại sao? !§4/. 

Đã có thể chứng mình được công thức Euler trong trường hợp đặc biệt đối 
với những hình đa diện lôi mà các đỉnh đều là đỉnh của các góc tam diện. 
Tại sao? l§4I. 

Khi chứng mình công thức Euler, ta có thể giới hạn trong những hình 
phẳng. Thật vậy, hãy tưởng tượng rằng, M — 1 mặt của hình đa diện làm 
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bằng bìa cứng và một mặt thì làm bằng thuỷ tỉnh, gọi mặt đó là "cửa sổ". 


10. 
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Bạn hãy nhìn phía trong của hình đa diện qug € ứa sổ và để mắt gân cửa sổ, 
sao cho có thể thấy hết phần bên trong của hình đu diện. (Điêu đó sẽ 
không thực hiện được nếu hình đa diện không phải là lồi). Bạn có thể thể 
hiện những cái nhìn thấy trên một hình phẳng, vẽ lên tấm kính cửu sổ, bạn 
sẽ thấy cửa sổ phản chia thành những đa giác nhỏ hơn. Trong sự phân chia 
đó có N› ẩa giác, Nị, đường thẳng biên giới (một số ở ngoài, một số khác ở 
trong) và Nọ đỉnh. 


1) Hãy biểu diễn Nạ, N,,N; qua M, Ð và C 


2) Nếu M, Ð và C thoả mãn công thức Euler thì Nọ, Nị, Nạ thoả mãn công 
thức nào? 

Một hình chữ nhật có chiều dài l cm và chiều rộng m cm: l và m là những 
số tự nhiên. Chia hình chữ nhật ra l x m hình vuông bằng nhau bằng những 
đường thẳng song song với các cạnh của nó. 


1) Biểu diễn Nụ, Nị,N; (định nghĩa ở thí dụ 7) qua Ì và m. 

2) Trọng trường hợp này hệ thức ở thí dụ 7.2 có đúng không? 

Các thí dụ 5 và 7 dẫn đến ý nghĩ là cần khảo sát việc phân chia một tam 
giác thành Nạ tam giác với Nạ — 3 đỉnh ở trong tam giác được phân chia. 


Tính tổng các góc của N; tam giác ấy theo hai cách khác nhau, bạn có thể 
chứng mình công thức Euler. 


§7 đưa đến ý nghĩ mở rộng công thức Euler vào tr ường hợp bốn chiều, hay 
nhiều chiều hơn nữa. Làm thế nào để có thể thực hiện việc mở rộng ấy một 
cách cụ thể? Có thể hình dung rõ ràng việc mở rộng như thế nào? 


Thí dụ 7 chứng tỏ rằng trường hợp hình đa diện có thể đưa về việc phân 
chia một đa giác phẳng. Phép tương tự gợi ý cho ta rằng trường hợp bốn 
chiêu có thể đưa về việc phân chia một hình đa điện, trong không gian ba 
chiếu mà ta nhìn thấy được. Nếu chúng ta muốn vận dụng pháp quy nạp, 
thì chúng ta phải nghiên cứu những thí dụ về việc phân chia ấy. Tương tự 
với thí dụ 8 có thí dụ sau đây. Một cái hộp (tức là hình hộp chữ nhật) có 
các kích thước là l, m và n, cả bạ là số tự nhiên. Chia hộp thành Ïx mxn 
hình lập phương bằng nhau bằng những mặt phẳng song song với các mặt 


của nó. Giả sử Nạ, Nụ, N; và ÑN¿ theo thứ tự là số đỉnh, số cạnh, số mặt và 
số hình đa diện (của hình lập phương) do việc phân chỉu tạo nên. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
kh 


18. 


19. 


20. 
21. 


1) Hãy biểu diễn Nọ, Nụ, Nạ và N¿ qua l, m và n. 
2) Có một hệ thức nào tương tự với đẳng thức 2) trong lời giải của thí dụ 7 
không? 
Giả sử n đường thẳng, ở vị trí tổng quát, chia mặt phẳng ra làm L„ phần. 
Chứng mình rằng: 
kưy? E hạ + Ín + 1}. 
Giả sử n mặt phẳng ở vị trí tổng quát chia không gian ra Š„ phần. 
Chứng mình rằng: S„ + Ì = Sạ + hạ. 
Hãy kiểm tra công thức giả định sau đây: 


Ề =l+n+ =9. 


L 


và ns=0,1,2,ð. 4: 

Hãy dự đoán công thức đối với S„ và chứng tỏ rằng công thức đó đúng với 
n=0. 1,3,3, 4, 5. 

Trong số II phần mặt phẳng do bốn đường thẳng ở vị trí tổng quát phân 
chia mặt phẳng tạo ra, có mấy phần hữu hạn? mấy phần vô hạn? 

Khái quát hoá bài toán trên đây. 

Trong số 26 phần không gian do năm mặt phẳng phản hoạch không gian 
tạo ra có mấy phần là vô hạn? 

Năm mặt phẳng ải qua tâm của hình câu, còn mọi quan hệ khác VỀ vị trí 
của chúng đêu là tổng quát. Chúng chia mặt cầu ra làm mấy phần? 

Năm cặp đường tròn ở vị trí tổng quát và cắt nhau từng đôi chia mặt phẳng 
ra làm mấy phần? 

Khái quát hoá bài toán trên. 

Phép quy nạp: sự thích ứng của trí tuệ, sự thích ứng của ngôn ngữ 


Phép quy nạp làm cho trí tuệ chúng ta thích ứng với các sự kiện. Khi so 
sánh những ý kiến của chúng ta với những điều kiện quan sát thì có thể có 
sự phù hợp hay không. Nếu có sự phù hợp thì chúng ta cảm thấy tin những 


_ ý kiến của mình hơn, nếu không phù hợp thì chúng ta phải thay đổi ý kiến. 


Sau một số lân biến đổi, ý kiến của chúng ta có thể thích ứng hơn với sự 
kiện. Những ý kiến đầu tiên của chúng ta về một đối tượng mới hình như 
bao giờ cũng sai, hay ít ra cũng không hoàn toàn đúng; quá trình quy nạp 
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sẽ giúp ta điều chỉnh chúng, làm cho chúng thích ứng với thực tại. Những thí 
dụ của chúng ta đã nêu quá trình đó trong một phạm vì hẹp, nhưng cũng đủ. 
rố tàng. Trong §1, sau hai hoặc ba giả thuyết sai lâm, rốt cuộc chúng ta đã 
đến một giả thuyết đúng. Bạn có thể nói rằng chúng ta đã đi đến kết quả đó 

một cách ngẫu nhiên. "Nhưng những sự ngẫu nhiên như vậy chỉ đến với 
những người xứng đáng với chúng". Có một lân Lagrange (La-gơ-răng) đã 
nói như vậy nhân thảo luận về một phát mình tuyệt diệu của Newton. 

Sự thích ứng của trí tuệ có thể ít nhiều ăn khớp với sự thích ứng củu ngôn 

ngữ, nhưng dù sao chúng cũng đi sát nhau như hình với bóng. Sự tiến bộ 

của thuật ngữ đánh dấu sự tiến bộ của khoa học. Khi các nhà vật lí học bắt 
đâu nói về "điện", hoặc người thầy thuốc nói về "sự truyền nhiễm" thì 
những thuật ngữ đó còn tối nghĩa, lờ mờ, lộn xộn. Các thuật ngữ mà các 

nhà bác học dàng ngày nay như "điện tích", "dòng điện", "ruyền nhiễm 

bằng nấm", "truyền nhiễm bằng siêu vi trùng" hoàn toàn rõ ràng hơn và 

xác định hơn. Nhưng ở giữa hai thuật ngữ ấy là rất nhiều những sự quan 

sát, những thí nghiệm thành thục, và cả những phát minh vĩ đại nữa. Phép 

quy nạp thay đổi thuật ngữ và làm sáng tỏ các khái niệm. Chúng tu có thể 
mình hoạ cả khía cạnh ấy của quá trình, tức là giải thích các khái niệm 

một cách quy nạp bằng một ít thí dụ toán học thích hợp. Và đây là một tình 

huống không phải là ít gặp trong khi nghiên cứu toán học; ta đã phát biểu 

được định lí, nhưng ta cân làm cho thuật ngữ có nghĩa chính xác hơn để 
định lí thành đúng một cách thật hoàn hảo. Điều đó, như ta đã thấy, có thể 
tiến hành thuận lợi nhờ quá trình quy nạp. 

Hãy quay lại thí dụ 2 và cách giải nó. Chúng ta đã nói đến "việc phản chia 

mặt câu thành những nước” mà chưa đưa ra được định nghĩa hình thức của 

thuật ngữ đó. Chúng ta hi vọng rằng công thức Euler vẫn còn đúng nếu gọi 

M,C và Ð theo thứ tự là số nước, xố đường biên giới và số góc trong phép 

phân chia đó. Song, chúng ta lại dựa vào những thí dụ và vào cách mô tả 

sơ lược mà chưa đưa ra một định nghĩa hình thức nào về M, € và Ð. Ta 

cân phải chọn những thuật ngữ ấy theo nghĩa chính xác nào để công thức 

Euler.đúng đến mức thật hoàn hảo? Chúng ta sẽ gọi việc phân chia mặt 

cầu với cách giải thích tương ứng các kí hiệu M, C và Ð là "chuẩn tắc" nếu 

ở đây hệ thức Euler nghiệm đúng, và "không chuẩn tắc" trong trường hợp 

ngược lại. Bạn hãy dẫn ra những thí dụ về phân chia có thể giúp chúng ta 

thấy rõ một sự khác nhau rõ ràng và đơn giản nào đó giữa các trường hợp 


4) 


“chuẩn tắc" và "không chuẩn tắc". 
Toàn bộ mặt cầu chỉ tạo nên một nước. Trường hợp ấy có chuẩn tắc không? 


¬ + -ỔỎ r7 4 + A , ˆ “ ”„ 
(Chúng ta hiểu "chuẩn tắc" theo quan điểm của công thức Euler). 


23. 


24. 
25. 
26. 


21. 


28. 


29. 


30. 
31. 


Một đường tròn lớn chia mặt câu thành hai "nước", bán cẩu phía Tây và 

bán câu phía Đông. Không chuẩn tắc chăng? 

Hai vĩ tuyến chỉa mặt cầu thành ba “nước”. Chuẩn tắc hay không chuẩn tắc? 

Ba kinh tuyến chia mặt cầu thành ba "nước”. C huẩn tắc hay không chuẩn tắc? 

Gọi phép phân chia mặt cầu bằng m kinh tuyến và p vĩ tuyến là phép "phán 

chia (m, p)" (xem thí dụ 2.1). Trường hợp giới hạn (0, p) chuẩn tắc hay 

không chuẩn tắc? 

Trường hợp giới hạn (m, 0) là chuẩn tắc hay không chuẩn tắc? (xem thí dụ 26). 

Những phép chia (m, p) nào (xem thí dụ 26) có thể phát sinh trong quá 

trình đã được mô tả ở thí dụ 2? (Chiếu hình đa diện lôi lên mặt câu, sau đó 

biến dạng liên tục các mặt, giữ nguyên số nước và số đường biên giới xung 

quanh mỗi nước). Những điều kiện nào giữa m và n đặc trưng những phép 

phân chia đó? 

Cái gì không chuẩn tắc trong những thí dụ không nghiệm đúng công thức 

Euler? Những điêu kiện hình học nào làm cho ý nghĩa của M, Ð và C 

chính xác hơn và bảo đảm thoả mãn công thức Euler? 

Hãy dẫn thêm những thí dụ mình hoạ câu trả lời thí dụ 29. 

Công trình của Descartes về hình đa diện 

Trong những bản thảo mà DescarteS để lại có những bút kí ngắn nói về lí 

thuyết tổng quát của hình đa diện. Bản sao những bút kí đó (do Leibniz 

sao) đã được phát hiện và công bố năm 1660, hơn 200 năm sau khi Descartš 

mất. Những bút kí ấy nêu một vấn đề liên quan mật thiết với định lí Euler. 

Mặc dù các bút kí ấy không thiết lập được định lí đó một cách rõ ràng, 

nhưng có chứa những kết quả mà từ đó có thể suy ra ngay định lí. 

Tu hãy cùng với Descartes xét một hình đa diện lôi. Gọi một góc bất kì của 

mỗi mặt hình đa diện là góc phẳng và giả sử œ là tổng tất cả các góc 

phẳng. Descartes tính So bằng hai cách khác nhau, và định lí Euler có thể 

suy ra ngay bằng cách so sánh hai biểu thức. 

Các thí dụ dưới đây sẽ giúp bạn đọc có thể xây dựng lại một số kết luận 

của Descartes. Chúng ta sẽ dùng các kí hiệu sau: 

M„ biểu thị số mặt có n cạnh. Ð„ là số đỉnh chung của n cạnh, thế thì: 
M;+Mụ+M; + ... =M 


Ta vẫn kí hiệu C là số cạnh của hình da diện. 
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32. 


KS 


34. 
J5. 
36. 
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Bạn hãy biểu diễn số góc phẳng bằng ba cách khác nhau, lần lượt qua 
M;, Mạ, Ms,..., qua Ð, Đạ, Đẹ,... và qua C. 

Bạn hãy tính SXœ đối với 5 hình đa diện đêu: hình tứ diện, hình lập phương, 
hình bát diện, hình 12 mặt và hình 20 mặt. 

Hãy biểu diễn >œ qua Mỳ, Mạ, M¿,... 

Hãy biểu diễn >œ qua C và M. 

Các góc khối bù, các đa giác câu bù. 

Ta sẽ gọi góc đa diện là góc khối. 

Cho hai góc khối lôi có cùng một số mặt và một đỉnh chung, và không có 
thêm một điểm Chung nào khác nữa. Mỗi mặt của góc khối này tương ứng 
với một cạnh của góc khối kia, và mặt này vuông góc với cạnh tương ứng 
đó. (Quan hệ đó giữa hai góc khối có tính chất tương hỗ: Cạnh e, giao 
tuyến của hai mặt kê của góc khối thứ nhất, sẽ tương ứng với mặt ƒ góc khối 
thứ hai, nếu ƒ được giới hạn bởi hai cạnh tương ứng với hai mặt nêu ở 
trên). Hai góc khối có quan hệ tương hỗ ấy gọi là hai góc khối bà (đó 
không phải là cách gọi thông thường, song hai góc bù theo nghĩa thông 


thường có thể chuyển dịch về vị trí tương hỗ tương tự). Một trong hai góc 
khối bù gọi là góc bù của cái kia. 


Mặt cầu có bán kính bằng 1 và tâm là đỉnh chung của hai góc khối bù, sẽ 
cắt chúng theo hai đa giác cầu gọi là hai đa giác cầu bù. 
Xét hai đa giác câu bù. Giả sử a,, dạ,..., a„ là các cạnh của đa giác thứ 
nhất, œ, œạ,..., d„ là các góc của nó. A là diện tích và P là chu vì của nó. 
Và giả sử a', d2,..., dạ, GỨạ, QUạ,..., OỨ„, A”, P' là những bộ phận tương ứng 
của đa giác câu thứ hai. Thế thì, sau khi đã chọn các kí hiệu một cách 
thích hợp, ta có: 

đ¡ +OŒ1=đ¿ + Œ2=...=đ„+ 0= 

aị+0,=ađ2+0;=...=da„+ dụ =1. 
Điều đó thì chúng ta đã biết, và kiểm nghiệm dễ NI > 
Hãy chứng mình rằng: 

P+A =P'+A=2rn. 

(Cho biết diện tích một tam giác cầu với các góc là œ, . y bằng "sai số 
mặt cầu”; œ + B + y — tt (bán kính mặt cầu bằng 1)). 


31. "Trong một vật thể không gian, tổng các góc khối ngoài bằng 8 góc vuông". 
Thử diễn đạt nhận xét đó (tìm thấy trong các bút kí của Descartes) thành 
định lí và chứng mình (xem hình 3.7). 


Hình 3.7. Các góc ngoài của một hình đa giác 


38. Bạn hãy biểu diễn >œ qua Ð. 

39. Bạn hãy chứng mình định lí Euler. 

40. Nhận xét đầu tiên ở §1 còn mơ hồ nhưng có thể gợi cho chúng ta một vài 
điêu khẳng định chính xác. Đây là một điêu khẳng định mà chúng ta chưa 
nghiên cứu ở §1. "Nếu một trong ba đại lượng M, Ð và C dần tới © thì hai 
đại lượng kia cũng dân tới œ”. 

Bạn hãy chứng minh các bất đẳng thức sau đây, đúng với mọi hình đa diện 
lôi, và cho biết những tài liệu chính xác hơn: 

2C >3M, 2Ð >M +4, 3Ð >C +6 

2C >3Ð,2M >Ð +4,3M >C + ó. 
Các bất đẳng thức ấy có thể trở thành đẳng thức không? Đối với những 
loại hình đa diện nào thì ta có thể có đẳng thức? 

41. Có những hình đa diện lôi mà tất cả các mặt đêu là những đa giác cùng 
một loại, tức là những đa giác cùng có một số cạnh. Chẳng hạn, tất cả các 
mặt của hình tứ diện đều là những hình tam giác, tất cả các mặt của hình 
hộp đêu là những hình tứ giác, tất cả các mặt của hình 12 mặt đều, đều là 
những hình ngũ giác. Có lế bạn muốn nói: "và vân vân”. Tuy nhiên, phép 
quy nạp đơn giản như thế có thể dẫn đến sai lâm: không có một hình đa 
diện lôi nào mà tất cả các mặt đêu là hình lục giác. Bạn hãy thử chứng 
mình điều đó (thí dụ 31). 
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( hương IV | 


QUY NẠP TRONG LÍ THUYẾT SỐ 


Í. Các tam giác vuông mà các cạnh là những số nguyên 

Tam giác có cạnh bằng 3, 4 và 5 là tam giác vuông, và 

32+4?= 52, 

Đó là một thí dụ đơn giản nhất về tam giác vuông có số đo các cạnh là số 
nguyên. Những "tam giác vuông nguyên" như vậy g1ữ một vai trò quan trọng 
trong lịch sử lí thuyết số. Ngay cả những người cổ Babilon cũng đã khám phá 
ra một số tính chất của chúng. 

Một trong những bài toán hiển nhiên nhất thuộc về các tam giác loại đó là 
bài toán sau đây: 

Liệu có thể có những tam giác vuông nguyên mà cạnh huyền là một số n đã 
cho không? 

Ta hãy chú ý tới bài toán này. Ta sẽ tìm một tam giác mà số đo cạnh huyền 
là số nguyên ø đã cho còn số đo hai cạnh góc vuông là các số nguyên x và y 
nào đó. Ta có thể giả sử rằng, x biểu thị cạnh dài hơn trong hai cạnh góc vuông. 
Thành thử đối với số » đã cho, ta tìm được hai số nguyên x và y sao cho 


Đ, 


2 2 
¡"n=x+y, 0<y<x<ï. 


Ta có thể giải bài toán bằng quy nạp, và nếu ta không có những kiến thức 
chuyên môn nào đó thì không thể giải bài toán này bằng cách nào khác được. 
Ta hãy lấy một thí dụ. Ta chọn ø = 12. Như vậy, ta sẽ tìm hai số nguyên dương 
x và y, sao cho x > y, và 


144 = x7 + yŸ, 
+“ có thể lấy những giá trị nào? Nó có thể lấy những giá t Sau: 
1,4, 9, 16, 25, 49, 64, 81, 100, 121. 
Có thể x” = 121 được không? Nghĩa là hiệu 
144 — x” = 144 — 121 =yŸ 


có thể là một bình phương không? Không, 23 không phải là một bình phương. 
Bây giờ ta hãy thử những bình phương khác. Song, trong thực tế ta không cần 
phải thử nhiều lắm. Bởi vì y < x cho nên: 
144 =zŸ +ờ? < 2x2, 
#° > Ti 
Thành thử x2 = 100 và x“ = 81 là những khả năng duy nhất còn lại. 
Nhưng không một số nào trong các số: 
144 —- 100 =44, 144-— 81=63 

là một bình phương cả. Do đó câu trả lời là: CÚ: có một tam giác vuông 
nguyên nào có cạnh huyền bằng 12. 

Bằng cách tương tự, ta hãy xét cạnh huyền bằng 13. Trong ba số: 

169 — 144 = 25; 169 - 121 =48; 169 — 100 = 69. 
chỉ có một số là bình phương. Như vậy, chỉ có một tam giác vuông nguyên có 
cạnh huyền bằng 13: 
169 = 144 + 25. 


Làm tương tự như vậy và kiên nhẫn một chút, ta có thể nghiên cứu tất cả 
những số đến một giới hạn không cao lắm như đến số 20 chẳng hạn. Ta chỉ tìm 
được năm "cạnh huyền” nhỏ hơn 20. Đó là những số 5, 10, 13, 15 và 17: 


25= lố+9 
100 = 64 + 36 
169 = 144 + 25 
225 = 144 + 6l 
289 = 225 + 64. 


Ở đây, các trường hợp 10 và I5 không hay lắm. Tam giác có các cạnh I0, 
8, 6 đồng dạng với một tam giác đã biết có các cạnh 5, 4 và 3. Điều này cũng 
đúng đối với tam giác có các cạnh 15, l2 và 9. Chỉ còn lại ba tam giác vuông 
với các cạnh huyền tương ứng bằng 5, 13 và 17 là thực sự khác nhau và không 
một tam giác nào đồng dạng với tam giác nào cả. 


Ta có thể nhận thấy rằng tất cả ba số 5, 13, và 17 là những số nguyên tố lẻ. 
Tuy nhiên, đó không phải là tất cả các số nguyên tố lẻ trong phạm vi 20. 
Không một số nguyên tố lẻ 3, 7, II và 19 nào là "cạnh huyền" cả. Tại sao? Cái 
khác nhau giữa hai tập hợp này là cái gì? Khi nào với những điều kiện nào một 


số nguyên tố lẻ là "cạnh huyền”, khi nào không phải là "cạnh huyền"? : 


T1 


Đây là một biến dạng của bài toán ban đầu. Nó có thể có nhiều hứa hẹn 
hơn vì dù sao nó cũng là một bài toán mới. Ta hãy nghiên cứu nó một lần nữa 
bằng quy nạp. Kiên trì một chút, ta sẽ lập được bảng sau đây (dấu gạch ngang 
cho biết " có tam giác vuông có cạnh huyền p). 


Đ _§ố nguyên tố lê p- :  Ế ' Các tam giác: Vuông có. cạnh huyền. p 
=ô Ôn 
.— XE] 
“na. —-—-Ặ 
m—.= cac. 
| 8 | 169 14:25 -| 
0ñ |  289=25:041  — -| 
IESB - Sai 'PiNMGREiERI~EEicENNRS-E: 
TÁC ỶỲ 
29 |  8=#i+40 — -| 
ïRRE: _7§REE: lfQRROPMEET X9NEEoEeisik 


Khi nào số nguyên tố là cạnh huyền, khi nào không? Cái khác nhau giữa 
hai trường hợp này là gì? Nhà vật lí học có thể tự để ra cho mình những câu hỏi 
rất giống như thế. Chẳng hạn, ông ta đang nghiên cứu hiện tượng lưỡng chiết 
của các tỉnh thể. Một số tinh thể quả thực là có tính chất lưỡng chiết, một số 
khác lại không có. Những tỉnh thể nào là tinh thể lưỡng chiết, những tinh thể 
nào không phải? Cái khác nhau giữa hai trường hợp này là gì? 


Nhà vật lí học quan sát các tinh thể của mình, còn ta, ta quan sát hai tập 
hợp số nguyên tố của ta 


Si, l7... V 2, 0.1 1,19, 35 31 „ 

Ta sẽ tìm một khác biệt đặc trưng nào đó giữa hai tập thể này. Các số 
trong cả hai tập hợp tăng bằng những bước nhảy không đồng đều. Ta hãy xét 
chiều dài các bước nhảy này, tức là những hiệu liên tiếp: 

5 13 17 29 3 7 lãi 19 23 31 

8 4 12 + 4 § 4 8 
Có nhiều hiệu bằng 4 và ta cũng thấy dễ dàng rằng ¿ất cả các hiệu đêu chia 


hết cho 4. Các số trong tập hợp thứ nhất, bắt đầu từ 5, khi chia cho 4 còn dư I.. 
Chúng có dạng 4» + I với z nguyên. Các số trong tập hợp thứ hai, bắt đầu bằng 3, 
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có dạng 4n + 3. Phải chăng, đây là sự khác biệt đặc trưng mà ta muốn tìm? Nếu 
ngay từ đầu ta không loại trừ khả năng này thì sẽ đi tới giả thuyết sau: số 
nguyên tố dạng 4n + l đúng là cạnh huyền của tam giác vuông nguyên; số 
nguyên tố dạng 4n + 3 không phải là cạnh huyền của một tam giác vuông 
nguyên nào. 


92, Tổng các bình phương 


Bài toán về tam giác vuông nguyên mà ta vừa mới xét một mặt của nó 
(trong §1), như ta đã nói, giữ một vai trò quan trọng trong lịch sử lí thuyết số. 
Thực tế nó dẫn tới nhiều vấn đề khác. Những số nào, bình phương hay không 
phải là bình phương, có thể phân tích thành tổng hai bình phương? Có thể nói 
gì về các số không thể phân tích thành tổng của hai bình phương? Có thể là 
chúng có thể phân tích thành tổng của ba bình phương, nhưng có thể nói gì về 
các số không thể phân tích thành tổng của ba bình phương? 

Chúng ta có thể đi xa vô hạn, nhưng - và điều đó rất kì diệu - ta không cần 
làm như thế. Basê đơ Mêzơriắc (tác giả quyển sách in đầu tiên về giải trí toán 
học) đã nhận thấy rằng mọi số (tức là số nguyên dương) hoặc là một bình 
phương hoặc là tổng của hai, ba hay bốn bình phương. Ông không có ý định 
chứng minh. Ông đã tìm ra những ẩn ý trong một số bài toán của Diophante 
dẫn tới khẳng định này và ông tin rằng, nó đúng với tất cả các số cho tới 325. 

Nói một cách ngắn gọn hơn khẳng định của Basê chỉ là một giả thuyết tìm 
bằng quy nạp. Theo tôi, thành tích chủ yếu của ông ta là cách đặt câu hỏi: cần 
BAO NHIÊU bình phương để biểu diễn tất cả các số nguyên? Một khi câu hỏi 
này được đặt ra rõ ràng như thế, việc tìm câu trả lời bằng quy nạp cũng không 
gặp một khó khăn đặc biệt nào. Ta lập một bảng, bắt đầu từ 


1=l 

2=l1l+l 

3=1+l+l 

4=4 
j=ắ+] 

6=4+l+l 

7=4+lI+l+l 

8=4+4 

9=0 

I10=9+1 
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Theo bảng trên, giả thuyết được xác nhận với 10 con số đầu tiên. Chỉ có số . 
7 là cần bốn bình phương, các số khác được biểu diễn bằng một, hai hay ba 
bình phương. Basê đã mở rộng bảng của mình tới 325 và thấy nhiều số cần bốn 
bình phương, và không một số nào cần nhiều hơn. Những lập luận quy nạp như 
vậy hình như là đã làm cho ông tin, ít ra tới một mức độ nào đó, và ông đã công 
bố khẳng định của mình. Ông đã gặp may. Giả thuyết của ông là đúng và như 
vậy ông đã phát minh ra "định lí về bốn bình phương". Ta có thể phát biểu định 
lí đó dưới dạng sau. 
Phương trình: 
n=x“+ y+ z7+ wˆ 
với n là một số nguyên dương bất kì luôn luôn có nghiệm, trong đó x, y, z, w là 
những số nguyên không âm. 
Có thể xét việc phân tích một số thành tổng các bình phương theo quan 
điểm khác. Chẳng hạn, ta có thể nghiên cứu số nghiệm của phương trình: 
8. # 
ñn=x+y 
trong đó x và y là số nguyên. Ta có thể chỉ ra đối với x và y các giá trị nguyên 
dương hoặc tất cả các giá trị nguyên, dương, âm hoặc 0. Nếu ta quan niệm bài toán 
theo cách này và lấy thí dụ n = 25 thì sẽ tìm được 12 nghiệm của phương trình: 


25=x?+ y 
mà cụ thể là những nghiệm sau: 
25 =5ˆ +0° =(—5)2 + 02=02 + 5?=02 + (—5)?= 
=4ˆ+3ˆ= CÁ)? + 32<4” + (3Ÿ) =C4) + (—= 
=32+4?=(—3)2 + 42 = 32 + (—4)2 = (3)? + (—4)?. 


Ngoài ra, ta có cách minh hoạ hình học lí thú các nghiệm này nhưng ta 
không cần xét đến ở đây. Xem thí dụ 2. 


ở. Về tổng của bốn bình phương lẻ 
Trong số rất nhiều bài toán về tổng các bình phương, tôi chọn một bài toán 
hơi có vẻ giả tạo nhưng rất có ích. 


Giả sử w là một số dương, lẻ. Nghiên cứu bằng quy nạp số nghiệm của 
phương trình: 


4u =x”?+y “+z +? 


với x, y, z uà w là những số dương lẻ. 
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Chẳng hạn, nếu z = 1 thì ta có phương trình 


2+y2+z?+wˆ 


4=x 
và hiển nhiên rằng chỉ có một nghiệm x = y = z = w = l. Thật vậy, ta không coi 

x=-—l,y=l,z=l,w=l; 
hay 

x=2,y=0,z=0,w=U®; 
là nghiệm của phương trình vì ta đã giả sử rằng x, y, z, w, chỉ có thể là những 
số dương lẻ. Nếu w = 3 thì phương trình có dạng: 

12=xz +y?+z2 + 
và 

x=3,y=l,z=l,w=l 

x=l,y=3,z=l,w= Ì. 
là hai nghiệm khác nhau. 

Để làm nổi bật điều hạn chế đã đặt ra với các số x, y, z, w ta sẽ tránh không 
dùng danh từ "nghiệm" mà dùng một cách mô tả đặc biệt hơn: "cách biểu diễn 
số 4u dưới dạng tổng của bốn bình phương lẻ". Vì cách mô tả này dài dòng nên 
ta sẽ rút ngắn nó bằng nhiều cách khác, đôi khi ta chỉ dùng một danh từ "cách 
biểu diễn". 


4. Nghiên cứu thí dụ 
: Để đi sâu vào nội dung bài toán, ta hãy xét một thí dụ. Ta chọn ¿ = 25. Khi 
đó 4u = 100, và ta phải tìm tất cả các cách biểu diễn của 100 dưới dạng tổng 
của bốn bình phương lẻ. Những bình phương lẻ nào phù hợp với mục đích này? 
Những bình phương lẻ sau đây: 
1,9, 25, 49, 81, 

nếu 81 là một trong bốn bình phương mà tổng bằng 100 thì tổng của ba bình 
phương kia phải bằng 

100 - 81 = 19. 

Những bình phương lẻ nhỏ hơn 19 là I và 9. Rõ ràng là chỉ có một khả 
năng duy nhất để biểu diễn 19 dưới dạng tổng của ba bình phương lẻ nếu các 
số hạng của nó được sắp xếp theo thứ tự giảm dần. Ta có: 

100=81+9+9+l 
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Cũng bằng phương pháp tương tự ta được 
100=49+49+1+l 
100=49+25+25 +1 
I00=25+25+25+25 


Làm có hệ thống, bằng cách đầu tiên tách ra bình phương lớn nhất,tacó . 
thể tin rằng ta đã khai thác mọi khả năng với điều kiện là 4 bình phương được 
sắp xếp theo thứ tự giảm dần (chính xác hơn là theo thứ tự không tăng). 


Nhưng nếu ta tính toán đến tất cả các cách sắp xếp các số hạng thì sẽ có 
được nhiều khả năng hơn. Chẳng hạn: 


100=49+49+ 1+1 
=49+l1+49+l 
=49+[I+liI+49 
=l+49+49+] 
=l+49+1+49 
=l+lI+49 +49. 

Sáu tổng này có những số hạng như nhau nhưng thứ tự của các số hạng thì ' 


khác nhau; theo cách đặt bài toán của ta chúng phải được coi là 6 cách biểu 
diễn khác nhau. Một cách biểu diễn 


I100=49+49+1+1 


với các số hạng không tăng là nguồn gốc của năm cách biểu diễn kia và chỉ có 
tất cả sáu cách biểu diễn. Cũng bằng cách tương tự ta có: 


|_ Các số hạng không tăng | Số cách sắp xếp 


Tóm lại, trong trường hợp w = 25 và 4u = 100 có: 12 + 6 + 12+ 1 =31 cách 
biểu diễn của số 4 = 100 dưới dạng tổng của 4 bình phương lẻ. 
5. Lập bảng các kết quả quan sát 


Qua trường hợp đặc biệt w = 25 trong đó 4w = 100 và số các cách biểu diễn 
bằng 31, ta thấy một cách rõ ràng ý nghĩa của bài toán. Bây giờ, ta có thể 
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nghiên cứu một cách có hệ thống các trường hợp đơn giản nhất  = 1, 3, 5,... 
cho tới  = 25. Ta lập một bảng (bạn đọc phải tự lập lấy bảng hoặc ít nhất cũng 
kiểm tra mấy dòng). 


Bảng I 


sở +91 +] 
90+9+9+9 


Ï 
25+9+9+Í I 
b 
Mã 


2 
| 
2 
49+1I+l+l 


35-25 +1 + 
25+09+9+09 


40+9+1+1 12, 4 
[gen En | T— 
490+9+9+1 12 18 

đã 25+25+9+9 6 

49+25+1+1 12 20 
4 
.w“ 


49+9+9+09 
25+25+25+1l 


8I+9+9+l 
49+49+1I+l 
49+25+25+1 
25+25+25+25 


6. Quy tắc sẽ như thế nào? 


Liệu ta có thể ra một quy luật nào đó, một mối liên hệ đơn giản nào đó 
giữa số w và số cách biểu diễn khác nhau của số 4 dưới dạng tổng của bốn 
bình phương lẻ không? 

Vấn đề này là trung tâm của bài toán của ta. Sang mục tiêu sau, ta phải giải 
đáp được nó bằng cách dựa trên những kết quả quan sát đã thu thập được và 
được đưa lên bảng. Bây giờ ta ở vào tình huống của nhà khoa học tự nhiên đang 
cố gắng rút ra một quy tắc hay một công thức nào đó từ các dữ kiện thực 
nghiệm của mình. Lúc này tài liệu thực nghiệm nằm trong tay ta gồm hai dãy 
Song song: 

L ỗ  Ð9 l1 1S 15 17 l§ 7l 33 Z5 
l1 4 6 8 i13 I2 14 24 18 20 32 24 3I1 


Dãy thứ nhất gồm những số lẻ liên tiếp. Nhưng quy tắc nào chỉ phối dãy 
thứ hai? 

Khi cố gắng tìm cách trả lời câu hỏi này thì đầu tiên ta cảm thấy gần như là 
tuyệt vọng. Dãy thứ hai này hoàn toàn không có quy luật nào cả. Nguồn gốc 
phức tạp của nó làm ta thất vọng, chưa chắc ta đã tìm ra được một quy tắc nào 
đó. Tuy nhiên, nếu ta bỏ qua nguồn gốc phức tạp của nó và chú ý tới cái ở 
trước mắt thì có thể dễ dàng nhận ra một tình huống. Có nhiều trường hợp một 
số hạng của dãy thứ hai lớn hơn số hạng tương ứng của dãy thứ nhất một đơn 
vị. Sau khi làm nổi bật những trường hợp này bằng những số in đậm trong dãy 
thứ nhất, ta có thể trình bày dữ liệu thực nghiệm theo cách sau: 


1l 5 5 7 5.11 1 I!§ 17 l9 ð5I 33 ?5 
1 4 6 6 1S 12 14.24 1B 20 32 24 51 


Ta chú ý tới những số in đậm. Dễ dàng nhận ra chúng là những số nguyên 
tố. Thật vậy, đó là zấ cỉ những số nguyên tố có trong dãy thứ nhất trong bằng 
của ta. Nếu ta nhớ tới nguồn gốc của dãy thì nhận xét này làm ta rất ngạc 
nhiên. Ta đã xét các bình phương và không dính dáng gì tới các số nguyên tố 
cả. Trong bài toán của ta mà các số nguyên tố có một vai trò nào đó thì không 
lạ hay sao? Khó mà tránh được ấn tượng rằng nhận xét của ta có một ý nghĩa 
quan trọng, rằng sau nó còn có một cái gì đó đặc sắc. 


Ta có thể nói gì về các số không in đậm trong dãy số thứ nhất? Chúng là 
những số lẻ nhưng không phải là số nguyên tố. Số I đầu tiên là đơn VỊ, CÒn các 
số khác là hợp số: 


9=3x3, 15=3x5, 21=3x7, 25 =5x5. 
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Bản chất của các số tương ứng trong dãy thứ hai là gì? 

Nếu số lẻ là nguyên tố thì số tương ứng bằng z + 1, nếu không phải là 
nguyên tố thì số tương ứng không bằng ¿ + 1. Ta cũng đã nhận ra điều đó. Ta 
có thể thêm vào một nhận xét nhỏ. Nếu  = I thì số tương ứng cũng bằng l và 
như vậy là nó nhỏ hơn u + 1, nhưng trong tất cả các trường hợp khác thì 
không phải là nguyên tố, số tương ứng lớn hơn w + I. Nói cách khác, số ứng với 
u, sẽ nhỏ hơn, bằng hoặc lớn hơn w + 1 là tuỳ theo là đơn vị, số nguyên tố hay 
hợp số. Có một quy luật nào đó. 

Ta chú ý tới những hợp số ở dòng thứ nhất và những số tương ứng ở 
dòng dưới. 

3x3 3x5 3x7 x5 
13 24 “ . đi 

Có một cái gì khá kì lạ. Các bình phương ở dòng thứ nhất tương ứng với 
các số nguyên tố của dòng thứ hai. Tuy nhiên, các quan sát của ta hãy còn quá 
ít, và tất nhiên ta không thể đánh giá quá cao nhận xét này. Ngược lại, dưới các 
hợp số không phải là bình phương trong dòng thứ nhất là những số không phải 
là nguyên tố trong dòng thứ hai. 

| 3x5 3x7 
4x6 4x8 

Lại có một cái gì cũng kì lạ. Mỗi thừa số ở dòng thứ hai đều lớn hơn thừa 
số tương ứng ở dòng thứ nhất đúng một đơn vị. Tuy nhiên, ta quan sát vẫn còn 
ít, tốt hơn là không nên đánh giá quá cao nhận xét này. Dù sao nhận xét của ta 
cũng giống phần nào đó với nhận xét trước. Trước kia, ta nhận thấy: 

p 
p+I 
còn bây giờ ta thấy: 
pụ 
(p + 1) (4 + l) 
trong đó p và ¿ là những số nguyên tố. Có một quy luật nào đó. 

Ta sẽ nhìn thấy điều này rõ DEN hơn, nếu ta viết số tương ứng p¿ bằng 

cách khác: 


(p + 1)(q4 + 1)=pqa +p+q+ l. 
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Ta có thể nhìn thấy những gì ở đây? Có cái gì ẩn náu sau các số Dạ. p. q, 17. 
Dù sao chăng nữa, các trường hợp: 
9 25 
j5 
vẫn chưa được sáng tỏ. Thật vậy, các số viết dưới 9 và 25, như ta đã nhận xét ở 
trên, tương ứng lớn hơn 9 + 1 và 25 + 1. 
I5=9+1+3; 31=25+l1 +5. 

Những số này là những số gì? 

Bây giờ chỉ cần một tia sáng nhỏ loé lên là ta có thể kết hợp được những 
nhận xét tản mạn của mình thành một thể chặt chẽ và kết hợp những chỉ dẫn rải 
rác của ta thành một bức tranh tương ứng đầy đủ: 

P Dpq 9 25 1 
p+Ìl Pq+p+aq+l 9+3+l 25+5+l l 

CÁC ƯỚC SỐ! Dòng thứ hai chỉ các ước số của các số trong dòng thứ nhất. 
Đó có thể là một quy tắc muốn tìm và là một phát minh, phát minh chân chính. 

Mỗi số trong dòng thứ nhất ứng với tổng các ước số của nó. 

Và như vậy là ta đã đi tới một giả thuyết, rất có thể, tới một trong những 
"chân lí mới kiểu diễm nhất" của Gauss (Gaoxơ): 

__ Nếu u là số lẻ thì số cách biểu diễn của số 4u dưới dạng tổng của bốn bình 
phương lẻ bằng tổng các ước số của u. 


⁄. Bản chất của phát minh quy nạp 


Khi-xét những mục trên (từ 3 đến 6) ta có thể tìm được nhiều vấn đề cần 
phải giải đáp. 

Ta đá thu được những gì? Ta thu được không phải một chứng minh, thậm 
chí không phải một bóng dáng của chứng minh mà chỉ một giả thuyết: một sự 
mô tả đơn giản các sự kiện trong khuôn khổ tài liệu thực nghiệm của ta và một 
niềm hi vọng rằng sự mô tả này có thể áp dụng được ngoài phạm vi tài liệu 
thực nghiệm đó. 

Ta đã suy ra giả thuyết như thế nào? Về căn bản, đó cũng chính là phương 
pháp mà những người bình thường hay các nhà bác học làm việc trong một lĩnh 
vực không phải toán học đã dùng để suy ra giả thuyết của mình. Ta đã thu thập 
những kết quả quan sát xung quanh vấn đẻ, ta đã nghiên cứu và so sánh chúng, 
ta đã nhận ra một số quy luật rải rác, ta đã dao động, đã do dự và cuối cùng, ta 
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đã kết hợp những chỉ tiết tỉn mạn thành một thể nguyên vẹn rõ ràng, có nhiều ý 
nghĩa. Bằng một phương pháp hoàn toàn tương tự như vậy, nhà khảo cổ dựa 
trên một số chỉ tiết lẻ tẻ trên những di vật có thể phục hồi cả một hoá thạch của 
con vật đã chết, có thể khôi phục những nét chính của nó. Trong trường hợp 
của ta, thể nguyên vẹn mang nhiều ý nghĩa đã xuất hiện đúng vào lúc ta nhận 
ra được khái niệm liên kết thích hợp (các ước số). 


8. Về bản chất của các lí lẽ quy nạp 


Hãy còn một số vấn đề. 

Những lí lẽ này có hiệu lực đến mức độ nào? Câu hỏi của bạn không đầy 
đủ. Cố nhiên, bạn định nói về những lí lẽ quy nạp đối với giả thuyết đã được 
phát biểu trong §6 của ta. Những lí lẽ này ta có thể suy ra từ bảng 1, §5. Đó là 
điều dễ hiểu. Tuy nhiên, bạn hiểu từ "hiệu lực" như thế nào? Lí lẽ có hiệu lực 
nếu nó có sức thuyết phục, nếu nó làm cho một người nào đó tin tưởng. Tuy 
nhiên, bạn đã không nói nó phải thuyết phục ai - thuyết phục tôi, hay bạn, hay 
Euler, hay một người mới bắt đầu học toán, hay một người nào đó nữa? 

Cá nhân tôi, tôi đã thấy những lí lẽ khá thuyết phục. Tôi cảm thấy tin tưởng 
rằng, Euler đã nghĩ về chúng rất hợp (tôi nhắc tới Euler vì ông đã đi rất gần tới 
chỗ khám phá ra giả thuyết của ta, xem thí dụ 6.24). Tôi nghĩ rằng, một người 
mới học toán có biết chút ít nào đó về tính chất chia hết của các số hẳn cũng 
thấy những lí lẽ khá thuyết phục. Một bạn đồng nghiệp của tôi, một nhà toán 
học xuất sắc, tuy không biết đến ngõ ngách này của lí thuyết số, cũng đã thấy 
những lí lẽ "có sức thuyết phục trăm phần trăm”. 

Tôi không quan tâm đến các ấn tượng chủ quan. Các lí lế quy nạp chính 
xác và khách quan đã biện hộ niềm tin có lí trí đến mức độ nào? Bạn cho tôi 
một (A), không cho tôi cái thứ hai (B) và hỏi tôi về cái thứ ba (C). 

(A) Bạn chỉ cho tôi những lí lẽ quy nạp: giả thuyết đã được xác nhận trong 
mười ba trường hợp đầu đối với các số 4, 12, 20,..., 100. Điều đó đã hoàn toàn 
Tõ ràng. 

(B) Bạn muốn tôi đánh giá mức độ niềm tin được biện hộ bằng những lí lẽ 
này. Tuy nhiên, niềm tin như vậy phải phụ thuộc, nếu không vào tính thất thường 
và tính tình, thì vào sự biểu biết cảa người tiếp thu lí lẽ. Anh ta có thể biết cách 
chứng minh một định lí đã nêu ra, có thể biết một thí dụ mâu thuẫn làm tổn 
thương định lí. Trong cả hai trường hợp này, mức độ niềm tin đã được xác lập 
vững chắc của anh ta không thay đổi do ảnh hưởng của các lí lẽ quy nạp. Tuy 
nhiên, nếu anh ta biết một cái gì đó dẫn gần tới chứng minh đầy đủ định lí hay 
gần tới phủ nhận hoàn toàn định lí thì niềm tin của anh ta còn có thể thay đổi và 
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các lí lẽ quy nạp thu nhận được ở đây đã tác động đến lòng tin, mặc dù, tuỳ theo: 
tính chất trí thức của anh ta, từ những lí lẽ này sẽ đẻ ra nhiều mức độ tin tưởng 
khác nhau. Vì thế, nếu bạn muốn có một câu trả lời xác định, bạn phải chỉ ra một 
mức độ tri thức nhất định để trên cơ sở đó đánh giá các lí lẽ quy nạp đã nêu ra 
(A). Bạn phải cho tôi một số sự kiện đã biết về vấn đề dang xét (có thể đó là một 
bản danh sách tỉ mỉ những mệnh đề cơ bản trong lí thuyết số). 

(C) Bạn muốn tôi đánh giá chính xác xem các lí lẽ quy nạp đã biện hộ niềm 
tin có lí trí tới mức độ nào. Có lẽ tôi phải tính nó theo phần trăm của "niềm tin 
đầy đủ”? (Ta có thể quy ước gọi "niềm tin đầy đủ" là mức độ niềm tin xác nhận 
bằng chứng minh toán học đây đủ của định lí đang xét). Bạn không thích nghe 
rằng những lí lẽ biện hộ cho niềm tin bằng 99% hay 2,875% hay 0,000001% 
của niềm tin đầy đủ? 

Nói ngắn gọn hơn, bạn muốn tôi giải bài toán: 

Giả sử cho (A) những lí lẽ quy nạp và (B) một tập hợp nhất định các sự 
kiện và các mệnh đề đã biết; tính (C) số phần trăm của niềm tin đầy đủ suy ra 
một cách có lí từ (A) và (B). 

Giải bài toán này có nghĩa là đã làm một việc quá sức so với khả năng của 
tôi. Tôi không biết ai có thể làm được điều đó, không biết ai có can đảm làm 
điều đó. 

Bạn có thể so sánh trường hợp này của suy luận quy nạp trái với trường 
hợp khác đã biết nào đó và như vậy sẽ đánh giá được sức mạnh của lí lẽ một 
cách sáng suốt. Ta so sánh những lí lẽ quy nạp bênh vực cho giả thuyết của ta 
với những lí lẽ của Basê bênh vực cho giả thuyết của ông ta. 

Đây là giả thuyết của Basê: đối với u = l, 2, 3,..., n, phương trình: 


2 


2 2 2 
u=x +y +Z ` +w 


. có ít nhất một nghiệm nguyên không âm x, y, z, w, bằng tổng các ước số của u. 
Ta thấy rằng, giả thuyết này đúng đối với # = 1, 3, 5, 7,..., 25 (xem §2, đặc biệt 
là bảng tóm tắt). 

Đây là giả thuyết của ta: đối với số w lẻ đã cho, số nghiệm của phương trình: 

4u =+ˆ tự +z7+wˆ 

với các số lẻ dương x, y, z, w, bằng tổng các ước số của w. Ta thấy rằng, giả 
thuyết này đúng đối với w = I, 3, 5, 7,..., 25 (13 trường hợp) (xem §3 - 6). 

Tôi so sánh hai giả thuyết này và những lí lẽ quy nạp mà các xác nhận 
tương ứng của chúng đã cung cấp về ba phương diện. 
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Số lân xác nhận. Giả thuyết của Basê được xác nhận trong 325 trường hợp, 
còn giả thuyết của ta chỉ được xác nhận trong 13 trường hợp. Về mặt này, Basê 
có ưu thế. 

Độ chính xác của lời tiên đoán. Giả thuyết của Basê tiên đoán rằng số 
nghiệm > l1; giả thuyết của ta tiên đoán số nghiệm đúng bằng một đại lượng 
nào đó. Hiển nhiên là thừa nhận một điều như thế này là sáng suốt: xác nhận. 
một lời tiên đoán chính xác hơn thì khôn ngoan hơn là xác nhận một lời tiên 
đoán kém chính xác hơn. Về mặt này, rõ ràng ta có ưu thế. l 


Những giả thuyết ganh đua nhau. Giả thuyết của Basê nói về số tối đa các 
bình Ehuebe: M chẳng hạn, cần thiết để biểu diễn một số nguyên dương bất kì 
dưới dạng tổng các bình phương. Thật vậy, giả thuyết của Basê khẳng định rằng 
M=4. Tôi không nghĩ rằng, Basê đã tiên nghiệm có một cơ sở nào đó để ưa thích 
M=4, hay M = 5 hay bằng bất kì giá trị nào khác, chẳng hạn M = 6 hay M =7; 
tiên nghiệm không loại trừ cả khả năng M = œ (lẽ tất nhiên M = œ có nghĩa rằng, 
có những số nguyên ngày càng lớn đòi hỏi số bình phương ngày càng lớn; mới 
nhìn thì M = œ có vẻ là một giả thuyết có khả năng đúng nhiều nhất). Nói vắn tắt, 
giả thuyết của Basê có nhiều đối thủ hiển nhiên. Còn giả thuyết của ta không có 
một đối thủ nào, ở trên, khi ta xét dãy số các cách biểu diễn (§6) ta đã có ấn tượng 
rằng không thể tìm được một quy tắc nào cả. Bây giờ dù sao ta cũng đã tìm được 
quy tắc hết sức rõ ràng. Ta khó mà hi vọng tìm được một quy tắc nào khác. 

Một giả thuyết có nhiều đối thủ hiển nhiên sẽ khó được thừa nhận hơn là 
- một giả thuyết không có đối thủ nào. Nếu bạn cũng nghĩ như tôi thì bạn phải 
thấy rằng, về phương diện này, giả thuyết của ta có ưu thế chứ không phải giả 
thuyết của Basê. 

Xin hạn hãy thấy cho rằng, những lí lẽ bênh vực cho giả thuyết của Basê 
mạnh hơn về một phương điện, còn những lí lẽ bênh vực cho giả thuyết của ta 
thì mạnh hơn về hai phương diện khác và không nên nêu ra những câu hỏi mà 
không trả lời được. 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG IV 
1. Các kí hiệu 
Giả sử n và k là những số nguyên dương và ta xét phương trình Diophante 
(Điôphăng): 
H= XÃ + X2 +... t3. 
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Ta nói rằng, hai nghiệm xạ, xạ,..., x¿ và X}, X2,.... x bằng nhau chỉ trong 
trường hợp x) = x], xạ = X),.... x, = xự,. Nếu ta gắn cho Xị, Xạ,..., xự tất cả 
các số nguyên dương, âm hoặc bằng 0 thì ta sẽ kí hiệu số nghiệm bằng Rụ(n). 
Nếu ta chỉ gán những số dương lẻ thì sẽ kí hiệu số nghiệm bằng Su(n). Những 
kí hiệu này sẽ rất quan trọng trong phần lớn các bài toán sau đây. 
Giả thuyết của Basê (§2) được biểu diễn qua các kí hiệu này bằng bất 
đẳng thức: 
Ra(n) > 0 đối với n = ], 2, 3,... 

Giả thuyết ta nêu ra ở §6 khẳng định rằng S4l4(2n — l)] bằng tổng các số 
ước của số 2n — l đối với n = l, 2, 3,... Hãy tìm R;(25) và Sz(11). 
Giả sử x và y là những toạ độ vuông trên mặt phẳng. Các điểm tại đó x và y 
là những số nguyên gọi là "nút mạng" trên mặt phẳng. Các nút mạng trong 
không gian cũng được định nghĩa một cách tương tự. 
Hãy tìm cách mình hoạ bằng hình học Ra¿(n) và R;(n) qua thuật ngữ nút mạng. 
Nay diễn tả giả thuyết ở §1 bằng cách dùng kí hiệu Ra(n). 
Khi nào một số lẻ là tổng của hai bình phương? Bạn hãy cố sắng trả lời 
câu hỏi này bằng quy nạp sau khi đã nghiên cứu bảng: 

3 = 

5=4+j 

% = 

HI c— 

l3=9+4 

17=l6+] 

19 — 

P ào) — 

29=25+4 

31 —- 
Nếu thấy cần, bạn hãy kéo dài thêm bảng này và so sánh nó với bảng §1. 
Bạn có thể bằng cách suy diễn toán học xác nhận một phần nào đó của câu 
trả lời ở thí dụ 4 mà bạn đã tìm được bằng quy nạp không? Sau lần xác 
nhận đó mà thay đổi niêm tin của bạn vào giả thuyết thì có hợp lí không? 
Đạn hãy kiểm tra giả thuyết của Basê (§2) đối với các số đến 30. Những số 
nào thực sự cân bốn bình phương? 


T7, 


109. 


11. 
12. 


1ã, 


Giả sử đỶ, £, c? và đˆ và bốn bình phương lẻ khác nhau. Để hiểu rõ bảng 1 
ở §5 hơn bạn hãy xét các tổng 

1)a2+b°+cT+ 4)d?+ad°+a°+b, 

2) d2+a2+bˆ+c?; Si + +d dể. 

3) d7 +a?+bŸ +; 

Bằng cách hoán vị các số hạng, từ một tổng bạn có thể có bao nhiêu cách 
biểu diễn khác nhau (theo nghĩa ở §3). 

Số cách biểu diễn số 4u dưới dạng tổng của bốn số bình phương lẻ là mội 
số lẻ chỉ khi nào u là một bình phương (theo những kí hiệu §3 ta giả sử 
rằng u là lẻ). Bạn hãy chứng mình khẳng định này và chứng tỏ rằng nó phù 
hợp với giả thuyết §6. Nhận xét này có ảnh hưởng gì đến niềm tin của bạn 
vào giả thuyết này? 
Bây giờ giả sử a, b, c và d là những số nguyên dương khác nhau (chẵn hoặc 
lẻ). Bạn hãy xét năm tổng ở thí dụ 7 cũng như những tổng sau đây: 


6) a?+bˆ + c7 9) aˆ +b 
7)a2+a+bˆ 10)a°+a7 
8)a2+a?+a7 11) đŸ 


Háy tìm xem môi trường hợp trong mười một trường hợp này đóng góp vào 
Ru(n) như thế nào. Từ mỗi tổng, bạn hãy rút ra tất cả những cách biểu diễn 
có thể nhờ những phép tính hiển nhiên sau: cần bao nhiêu 0Ÿ thì thêm bấy 
nhiêu 0ˆ vào để đưa số số hạng lên tới 4, thay đổi thứ tự và thay thế một 
vài số (có thể là một hay tất cả) a, b, c, d tương ứng bằng các số -a, -Ðb, 
~c, —d (Hãy kiểm tra các thí dụ trong bảng 11). 

Bạn hãy nghiên cứu bằng quy nạp số nghiệm nguyên x, y, z, w đương, âm 
hoặc 0 của phương trình nh=x? + y? +77 
dựng bảng tương tự như bảng Ï. 


+ wÊ. Hãy bắt đầu từ việc xây 


(tiếp theo) Bạn hãy thử sử dụng phương pháp hay kết quả của §6. 

(tiếp theo) Dựa vào sự tương tự với §6 hay các quan sát bảng lI, bạn hãy 
tách ra những lớp số nguyên thích hợp và hãy nghiên cứu riêng mỗi lớp. 
(tiếp theo) Hãy tập trung chú ý vào những lớp mà nỗ lực của bạn chưa 
đem lại kết quả. 
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14. 


15. 


1ó. 
1 
18. 
19. 


20. 


21. 
22. 


(tiếp theo) Hãy thử tổng kết tất cả những quy luật lẻ t và hãy diễn tả định. 
luật thành một mệnh đề. 


(tiếp theo) Kiểm tra quy tắc đã tìm được trong ba trường hợp đâu không có 
trong bảng lÌ. 

Tìm Rs(5) và R;(40). 

Bạn hãy kiểm tra ít nhất là hai dòng trong bảng III chưa có trong bảng Ï và II. 
Bằng cách dùng bảng IHI, hãy nghiên cứu bằng quy nạp Rạ(n) và Ss(8n). 


(tiếp theo) Bạn hãy thử sử dụng phương pháp hay kết quả của §6 và các 
thí dụ 10 - 15. 


(tiếp theo) Dựa vào sự tương tự hay sự quan sát, bạn hãy tách ra những lớp 
số nguyên thích hợp và nghiên cứu từng lớp một. 
(tiếp theo) Thử tìm chiếc chìa khoá trong trường hợp dễ nhất. 


(tiếp theo) Hãy thử tìm một khái niệm liên kết nào đó có thể tổng kết 
những quy luật lẻ tế. 


Bảng II 


ló+4+4 


l6é+9 
1l6+4+4+l 
25+] 
16+9+] 
9+9+4+4 


S7 


PAY) 


l6+9+1+l 
9+9+09 
25+l+l+l 
l6+4+4+4 
9+9+9+] 
25+4 
l6+9+4 
25+4+l 
l6+9+4+l 


\O 


C3) t9 
_ BỊ 8 


23. (tiếp theo) Thử diễn tả định luật bằng một mệnh đề 
Bảng III 
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24. Những số nguyên nào có thể và những số nào không thể biểu diễn dưới 
dạng 3x + 5y, trong đó x và y là những số nguyên không âm. 
25. Thử đoán xem bảng sau đây được lập theo định luật nào. 


Hiểu ngâm rằng x và y là những số nguyên không âm, bạn hãy kiểm tra một 
số dòng, nếu thấy cần hãy kéo dài thêm bảng (theo dõi những biến đổi diễn 
ra trong cột cuối cùng khi chỉ có một trong hai số a và b biến đổi). 


26. Những nguy hiểm của quy nạp. 
Bạn hãy nghiên cứu bằng quy nạp những khẳng định sau đây: 
1)(n— l1)! + I chia hết cho n khi n là số nguyên tố, nhưng không chia hết 
cho n khi n là một hợp số. 
2) 2"! — 1 chia hết cho n khi n là số nguyên tố lể, nhưng không chia hết 
cho n khi n là một hợp số. 


s9 


( 'hương V 


NHỮNG THÍ DỤ KHÁC VỀ QUY NẠP 


Í. Các biểu thức khai triển 


Khi tiếp xúc với những bài toán thuộc một loại nào đó, ta cần có những lập 
luận quy nạp thuộc loại nhất định. Trong những lĩnh vực khác nhau của toán 
học thường gặp một số bài toán đòi hỏi phải có những lập luận quy nạp có tính 
chất điển hình. Chương này sẽ minh hoạ luận điểm này bằng một số thí dụ. 
Ta bắt đầu từ một thí dụ tương đối đơn giản. 

Khai triển hàm số theo luỹ thừa của x. 

—x+*# 

Có thể giải bài toán này bằng nhiều cách: Cách giải dưới đây tuy có cồng 
kênh một chút nhưng nó dựa trên một nguyên tắc đúng đắn và người mới học, 
dù kiến thức còn ít, cũng có thể hiểu được nếu biết tổng của cấp số nhân: 

1+r+r2+r°+..= "5 
T~ 

Trong bài toán, ta có khả năng sử dụng công thức đó: 

g3. ..NHA 

Ï—=x—#” - l—x(x—x) 

=l+x(1-x)+xf(1—x)°+x(1—x)°+...= 

=Ì+#-3 + 


+ x — 2x + x + 
+ bày — 3x! + 3x .. 


+ ra — 4x + 6xŠ — Ax' + xŠ +... 


ke” ứ ID” = TÚ di.» 


“„—.BÐv + [Sử - 


+xÏ + Tx +... 


+x “hứng 


=l+x `. _# + „ đc, 
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Kết quả thật không ngờ. Mọi hệ số khác 0 có giá trị ! hoặc —1. Dãy các hệ 
số rõ ràng là có một quy luật nào đó, quy luật này có thể trở thành hiển nhiên 
hơn nếu ta tính thêm một số hệ số nữa: 

1 
1—x+x? 

Tính chất tuần hoàn! Dãy các hệ số có tính chất tuần hoàn với chu kì 6. 

1,1,0, —1,—1,0 1,1,0,—1,—I1,0 LIÊM cân 

Lẽ tự nhiên là ta hi vọng rằng tuần hoàn này còn vượt ra ngoài giới hạn 
quan sát của ta. Nhưng đó là một kết luận quy nạp hay chỉ là một dự đoán mà 
ta phải có thái độ hoài nghỉ đối với nó. Tuy nhiên, dự đoán này dựa trên những 
sự thật vì thế nó cân phải được nghiên cứu một cách nghiêm túc. Nghiên cứu 
nó, tựu trung là diễn tả nó theo một cách khác. Có một phương pháp thú vị để 

_diễn tả giả thuyết của ta theo một cách khác. 


6 12 3 


3 Kí 9 | 
=l+x—x —É +x —x há *>k 


: __= 1=#*z—# kẽ T..+ 
l—x+x 

tang ha ức 4g S4 

Bây giờ, ta có thể dễ dàng thấy ở vế bên phải của đẳng thức có hai cấp số 
nhân có cùng một công bội —x' mà tổng của chúng ta có thể tìm được. Và như 
vậy, giả thuyết được quy về đẳng thức: 


1 1 x  - 1# 
1I-x+xˆ 2 lười 


J+ l+x 

Đẳng thức này cố nhiên là đúng. Ta đã chứng minh giả thuyết của ta. 

Thí dụ của ta mặc dù đơn giản nhưng lại là một thí dụ điển hình về nhiều 
mặt. Nếu ta cần khai triển một hàm số đã cho, thông thường ta có thể thu được 
dễ dàng một số hệ số đầu tiên. Khi xét những hệ số này, ta phải cố gắng, như 
đã làm ở đây, dự đoán định luật chi phối biểu thức khai triển. Sau khi đã đoán 
nhận được định luật, ta phải cố gắng, như đã làm ở đây, chứng minh nó. Có thể 
là rất hợp lí nếu chứng minh theo chiều ngược lại như ở đây, xuất phát từ giả 
thuyết được phát biểu một cách rõ ràng, thích hợp. 

Ngoài ra, thí dụ của ta cũng rất có lợi (mà còn điển hình nữa). Nó dẫn tới 
một hệ thức kì lạ giữa các hệ số nhị thức. 

Ta không sợ thừa khi nói thêm rằng, bài toán khai triển hàm số đã cho 
thành chuối đã xuất hiện trong các lĩnh vực khác nhau của toán học. Xem mục 
sau cũng như những thí dụ và nhận xét đối với chương VI. 


Sài 


2. Các biểu thức gần đúng 


Giả sử E là độ dài của cung elip có các nửa trục z và ö. Không có một biểu 
thức đơn giản nào biểu diễn E theo ø và b. Nhưng có thể nêu ra một số biểu 
thức gần đúng, trong đó các biểu thức sau đây chẳng hạn là rõ ràng nhất : 

P=z(a+b), P'= 2œ (ab)! 

P và P' là những biểu thức gần đúng, E là biểu thức chính xác đối với cùng 
một đại lượng - chiều dài của cung elip. Khi z trùng với b, elip biến thành 
đường tròn và P cũng như P' trùng với E. 

P và P sát E đến mức nào khi z khác ð? Biểu thức nào, P hay P' sát E hơn? 
Những câu hỏi thuộc loại này thường xuất hiện trong các lĩnh vực toán học ứng 
dụng và có một phương pháp được mọi người thừa nhận để giải quyết nó mà ta 
sẽ mô tả một cách đại cương như sau. Khơi triển sai số tương đối (P — E)!E của 
biểu thức gân đúng, theo luỹ thừa của đại lượng bé thích hợp và lấy số hạng 
đầu của biểu thức khai triển (số hạng thứ nhất khác 0) làm cơ sở suy luận. 

Ta hãy xét xem phương pháp này được ứng dụng vào trường hợp của ta như 
thế nào. Ban đầu, ta hãy chọn một "đại lượng bé thích hợp". Ta thử £, tâm sai 
của elip; e được xác định bởi công thức: 


(a2—bp3)!2 


a 


ce= 


ta coi z là nửa trục lớn và b là nửa trục nhỏ. Khi øz biến thành b, elip biến thành 
đường tròn, e biến thành 0. Khi elip không khác đường tròn mấy thì e nhỏ. Vì 
thế, ta khai triển sai số tương đối theo luỹ thừa của e. Ta được (sau khi đã bỏ 
qua các chi tiết): 
P-E -l1., P-E +. 
+. ———=_--—£ +... 
E 64 E 64 
Ta chỉ tính số hạng đầu tiên chứa e'. Số hạng này trong cả hai trường hợp 

có bậc 4. Trong cả hai biểu thức khai triển ta không viết các số hạng bậc cao 
chứa e”, gẾ,... Khi e rất nhỏ (vô cùng nhỏ) tức là khi elip hầu như là tròn thì các 
số hạng không được viết ra so với số hạng đầu rất không đáng kể. Vì thế, đối 
với elip hầu như là tròn thì P sát giá trị thực E hơn P' (thật vậy, tỉ số của các sai 
số tiến dân tới I: 3 khi e tiến dần tới 0). Và P và P' tiến dần tới E từ phía dưới: 

E>P>P. 
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Tất cả những điều đó chỉ đúng đối với e rất nhỏ, đối với những elip gần như 
là tròn. Ta vẫn chưa biết khi e không nhỏ như thế thì phần nào của những kết 
quả này vẫn còn đúng. Trong lúc này, thực tế, ta chỉ biết những quan hệ giới 
hạn, đúng khi e — 0. Khi e = 0,5 hay e = 0, ta vẫn chưa biết một cái gì có tính 
chất xác định về sai số của các biểu thức gần đúng đó. Cố nhiên, cái mà ta cần 
trong thực tiễn lại chính là thông tin về những trường hợp cụ thể đó. 

Thực tế, trong những tình huống này, ta kiểm tra những công thức của 
mình bằng số. Ta có thể theo dõi các công thức đó. Nhưng đầu tiên ta phải 
kiểm tra trường hợp nào? Kinh nghiệm là không nên quên những trường hợp 
ngoại biên. Tâm sai e biến đổi giữa những cực trị Ö và 1. Khi e = 0, b = z và 
elip biến thành đường tròn. Tuy nhiên, bây giờ ta biết trường hợp này đã khá rõ 
cho nên tốt hơn là chuyển sang trường hợp ngoại biên khác. Khi s = 1, b = 0, 
elip biến thành một đoạn thẳng có chiều dài bằng 2z, còn chiều dài cung của 
nó bằng 4z. Ta có: 

E=4a,P =rra, P =0 khi e = 1. 

Ta thấy rằng, trong cả hai trường hợp ngoại biên đối với e = l cũng như đối 
với e rất nhỏ, E > P > P'. Liệu những bất đẳng thức này có đúng với mọi giá trị 
của e không? 

Đối với bất đẳng thức thứ hai, câu trả lời không có gì là khó. Thật vậy, đối 
VỚI ở > b ta CÓ: 

P=n(a+b) >2 (ab) ” =P' 
vì giá trị này tương đương với bất đẳng thức: 

(a + b)” > 4ab, 
hay (a— b) >0. 

Ta hãy chú ý vào câu hỏi còn lại. Phải chăng bất đẳng thức E > P bao giờ 
cũng đúng? Tất nhiên ta nêu giả thuyết rằng, cái mà ta đã tìm được trong những 
trường hợp ngoại biên (e nhỏ và e = 1) thì vẫn còn đúng trong các trường hợp 
trung gian (đối với mọi giá trị của e giữa 0 và 1). Giả thuyết của ta không được 
củng cố bằng số lớp các quan sát, điều đó đúng nhưng nó lại được củng cố 
bằng sự tương tự. Về câu hỏi tương tự (đối với P > P') đã được nêu ra đồng thời 
và dựa trên những cơ sở tương tự thì câu trả lời là khẳng định. 


Ta hãy kiểm tra một trường hợp nào đó bằng số. Ta biết về trường hợp e 
gần 0O nhiều hơn một chút so với trường hợp khi nó gần I. Ta chọn cho e một 
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giá trị đơn giản sao cho nó gần 1 hơn là 0: a = 5, b = 3, s = 4/5. Đối với giá trị. 


này của e (sau khi dùng những bảng tương ứng) ta tìm được: 
E=2r x 4,06275, P =2zr x 4,00000. 

Bất đẳng thức E > P đã được xác nhận. Điều xác nhận này đối với giả 
thuyết của ta suy ra từ một khía cạnh mới, từ một nguồn khác và vì thế nó có 
một trọng lượng nào đó. Ta cũng thấy rằng: 

(P— E)/E =-0,0155, -e”/64 = 0,0064. 

Sai số tương đối gần bằng 1,5%. Nó lớn hơn rất nhiều so với số hạng đầu 
trong biểu thức khai triển của nó nhưng lại có cùng dấu. Vì e = 4/5 = 0,8 không 
phải là quá nhỏ cho nèn nhận xét của ta có thể áp dụng vào toàn bộ vấn đề và 
nó làm ía càng tin vào giả thuyết. 

Các công thức gần đúng giữ một vai trò quan trọng trong toán học ứng 
dụng. Khi muốn đánh giá một công thức trong thực tế, ta thường hay tiến hành 
theo cách làm ở mục này. Ta tính số hạng đầu tiên của biểu thức khai triển của 
sai số tương đối và bổ sung kết quả thu được bằng những kiểm tra bằng số, 
bằng các phân tích bằng tương tự v.v... Nói tóm lại, bằng những suy luận quy 
nạp không chứng minh. 


Š. Các giới hạn 

Để thấy các suy luận quy nạp có tác dụng trong một lĩnh vực khác nữa, ta 
hãy xét bài toán sau: 

Giả sử ai, dạ,..., dạ... là một dãy bất kì các số dương. Chứng tỏ rằng: 


H 
3 œ + @„ 2 
lim sup [2a] >e. 


n~>œ đ 


Bài toán này đòi hỏi một số tri thức sơ, bộ, đặc biệt là biết khái niệm "lim 
sup" hay "giới hạn trên của một dãy". Tuy nhiên, dù cho bạn có biết đầy đủ 
khái niệm này bạn vẫn có thể gặp một số khó khăn trong việc tìm cách chứng 
minh. Tôi xin khen ngợi sinh viên nào sau vài giờ, có thể tự lực giải được bài 
toán này. 


4. Cố gắng bác bỏ 
Ta hãy bắt đầu từ những vấn đề thông thường. 


Giả thiết là gì? Chỉ có a„ > 0, ngoài ra không còn gì khác nữa. 
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Kết luận là cái gì? Trong bất đẳng thức này có e ở vế bên phải và giới hạn 
phức tạp ở vế bên trái. 

Bạn đã biết một định lí nào đó cùng loại như thế chưa? Chưa. Điều này 
chẳng có gì giống với tất cả những cái mà tôi đã biết. | 

Có thể là định lí này đúng. Hay rất có thể là nó không đúng? Cố nhiên là 
nó không đúng. Thực tế, tôi không thể tin rằng từ một giả thiết rộng như thế, 
chỉ có 2„ > 0, mà lại có thể suy ra một hệ quả chính xác như vậy được. 

Người ta đòi hỏi bạn phải làm gì? Chứng mình định lí hay là bác bỏ nó. 
Tôi rất muốn bác bỏ nó. 

Bạn có thể kiểm tra mệt trường hợp riêng nào đó của định lí không? Có, 
cái đó tôi có thể làm được. 

(Để cho công thức được đơn giản, ta đặt: 


" 
“«đ + 
1 n+Ì 
[ c= bạ 
đụ 


và ta sẽ viết b„ — b thay cho limö,„ = ?). 
Tôi thử ¿„ = 1, với n = l, 2, 3,... Khi đó 
I+1Ÿ 
b = =—) = 2" — œ, 
: | 
Trong trường hợp này điều khẳng định trong định lí được xác nhận. 


Tuy nhiên tôi có thể đặt ¿¡ = Ö, ứ„ = l, với n = 2, 3, 4,... Khi đó 


Định lí bị bác bỏ rồi! Không, không phải như thế. Giả thiết cho phép 
a¡ =0,00001 nhưng cấm z¡ = 0. Thật đáng tiếc. 


Tôi thử một số khác nào đó. Giả sử ¿„ = n. Khi đó 
XW "1 
s,=(ThŒÐ) =('+?] -z.. 
H lái 
Bây giờ giả sử a„ = n”. Khi đó 


2M h) 
¬=^ -[+2*=5] Si”. 
lá) 


lá) 


m5 


Lại được xác nhận. Lại một lần nữa e”. Vậy thì liệu có thể thay thế e ở vế 
phải bằng e” được không? Điều đó càng làm cho định lí thêm mạnh. 

Tôi đưa vào thông số. Tôi sẽ lấy... Đúng tôi sẽ lấy ai = c, ở đây tôi có c, 
nhưng đ„ = n đối với n = 2, 3, 4, ... khi đó 


H Là 
-..Ắ. 


n Lớ) 


l + c bao giờ cũng lớn hơn e vì c = a¡ >0. Tuy nhiên, eÌ*° có thể gần bao 
nhiêu tuỳ ý vì e có thể nhỏ bao nhiêu cũng được. Tôi không thể bác bỏ, tôi 
không thể chứng minh. 


Chỉ còn mỗi một cách thử. Tôi lấy a„ = ø“. Khi đó (ta bỏ qua một vài 
phép tính): 


œ nếu 0< e <1, 


Í " 
“ 
b„= mm. —> 4£” nếu e =], 
n 
eˆ nếu e > Ì. 


Lại một lần nữa giới hạn có thể tiến gần e bao nhiêu tuỳ ý nhưng bao giờ 
cũng lớn hơn e. Tôi không còn cách nào khác để hạ thấp giới hạn này xuống 
dưới e. Đã đến lúc phải thay đổi quan điểm. 


ð. Cố gắng chứng minh 


Thực tế, những điều buộc ta phải thay đổi quan điểm có sức mạnh rất lớn. 
Dưới ánh sáng của những lí lẽ quy nạp đã tích luỹ được, triển vọng bác bỏ định 
lí rất mờ mịt, còn triển vọng chứng minh nó đã tương đối rõ ràng. 

Vì thế không còn gì khác nữa ngoài việc bắt tay vào nghiên cứu định lí, 
cách phát biểu của nó, giả thiết của nó, kết luận của nó và những khái niệm 
liên quan với nó v.v... theo quan điểm mới. 

Bạn có thể giảm nhẹ giả thiết được không? Không, tôi không thể làm được. 
Nếu tôi cho a„ = 0 thì kết luận không còn đúng nữa, định lí trở thành sai (z¡ = 0, 
đ2 —đ‡ = dạ =...= 1). 

Bạn có thể làm cho kết luận mạnh thêm lên được không? Không được, tôi 
không thể làm nó mạnh thêm lên được bằng cách thay e bằng một số lớn nào 
đó, vì trong trường hợp này không còn đúng nữa, định lí trở thành sai (các thí 
dụ ở §4 trước). 
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Bạn đã xét đến tất cả những khái niệm quan trọng liên quan với bài toán 
chưa? Chưa, tôi chưa xét. Có thể là khó khăn từ đấy mà ra. 

Bạn chưa xét những gì? Định nghĩa lừm sup. Định nghĩa SỐ e. BH HEÊN là 
gì? Đó là giới hạn trên của dãy b„ khi  — eo. 


Số e là gì? Tôi có thể định nghĩa số e bằng nhiều cách. Những thí dụ ở trên 
làm tôi nghĩ rằng, định nghĩa thông thường của e là định nghĩa tốt nhất: 


1 U 
e= lim ụ + s) : 
ñ->œ H1 
Bạn có thể phát biểu định lí theo một cách khác khôn g? 
Bạn có thể phát biểu định lí dưới một hình thức dễ hiểu hơn được không? 


Bạn có thể phát biểu kết luận theo một cách khác không? Kết luận gồm 
những gì? Kết luận có chứa e. Số e là gì? (Trên kia tôi đã trả lời câu hỏi này rồi). 


Ồ, đúng, đây là kết luận: 


: + ì IY 
lim .[2 sa] > lim í + ¬] 
: œ đụ ¡->œ H 


L/š 
lim sp| 6L ai] >Ị 


ñ—»eœ (+ la, 


hay 


'Tình hình xem ra khá hơn! 


Khi giả thiết được thoả mãn, kết luận có thể là sai được không? Có, đó là 
vấn đề của ta. Tôi đang nghĩ về vấn đề ấy. Tôi xét điều phủ nhận, đối lập hẳn 
với cái được khẳng định trong định lí. Tôi sẽ viết nó: 


lim  Eraal <1). 


nñ—>œ (n + la, 


Tôi đặt bên cạnh nó một dấu hỏi vì chính điểm này còn nghi ngờ. Tôi gọi 
nó là "công thức (?)". (?) có nghĩa là gì? Cố nhiên nó có nghĩa là có một số N, 
sao cho: 


HH 1) | + ớš g5 Aj, 
(n+])a, 
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Từ đó suy ra rằng: 
BI + ) ~1 với n> N. 
(n+l)a, 


Sau nữa, suy ra.... Tôi thử một cái gì đó. Đúng, tôi có thể viết điều đó một 
cách rất cân đối! Từ (?) suy ra rằng: 


8. „ đc xẻ) 
n+]l m+Ì ñm 

hay 
bu) a a „ 
_HtL...H./ ———~ Với n> N. 
n+Ì ứm n+Ì 


Tôi sẽ viết điều này tỉ mỉ hơn. Từ đó suy ra rằng: 
Ẩn _ SmL „SL 


Hnẻ H-Ì ñH 
a 


và như vậy 
= `: - =C-a, lÉÓ hˆ e2 N 
nề N N+1 N+2 n—Ì ñứở Zc Ổ h 


trong đó C là một hằng số không phụ thuộc vào n, chỉ cần n > N. Điều đó hoàn 
toàn không có gì quan trọng trong thực tế: 


C= LÊ | trà rẻ to | 
N â 8 N 


Cái quan trọng là ø có thể lớn bao nhiêu cũng được, là chuỗi điều hoà phân kì. 
Vì thế, từ đó suy ra: 


,.q 
lữn—— = —œ. 
H—ơ: H 


Nhưng điều này dứt khoát mâu thuẫn với giả thiết ø„ > 0 với m = 1, 2, 3... 
Nhưng dù sao mâu thuẫn này rõ ràng được suy ra từ công thức (?). Thế thì, quả 
thực công thức (2) là nguồn phát sinh mâu thuẫn. Công thúc (?) không phù hợp 
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với giả thiết z„ > 0; khẳng định đối lập với (?) phải là một khẳng định đúng - 
định lí đã được chứng minh! 


6. Vai trò của giai đoạn quy nạp 


Khi xét các chứng minh trên một cách hời hợt, ta có thể nghĩ rằng, giai 
đoạn thứ nhất, tức là giai đoạn quy nạp của cách giải (§4) nói chung không thể 
ứng dụng vào giai đoạn thứ hai, tức là giai đoạn chứng minh (§5) được. Thực 
ra, không phải thế. Giai đoạn quy nạp có ích lợi về nhiều mặt. 

Thứ nhất, khi xét những trường hợp riêng cụ thể của định lí, cuối cùng ta 
đã hiểu được nó và nhận thức được ý nghĩa đầy đủ của nó. Ta đã tin rằng, giả 
thiết của nó có ý nghĩa quan trọng, kết luận của nó là đúng. Sự hiểu biết này có 
ích trong giai đoạn thứ hai: ta đã thấy rằng phải sử dụng toàn bộ giả thiết của 
nó và phải tính giá trị chính xác của hằng số. 

Thứ hai, sau khi thấy định lí đúng trong nhiều trường hợp, ta đã có những lí 
lẽ quy nạp mạnh mẽ bênh vực cho nó. Giai đoạn quy nạp đã làm tiêu tan mối 
hoài nghi ban đầu của ta, nó làm cho ta tin tưởng mãnh liệt vào định lí. Không 
có niềm tin ấy chưa hẳn ta đã có đủ can đảm tìm cách chứng minh mà rõ ràng 
là đây hoàn toàn không phải là một công việc quen thuộc. "Khi bạn tin rằng 
định lí là đúng, bạn hãy bắt tay vào chứng minh nó" các nhà toán học lão luyện 
đã dạy thế. 

Thứ ba, những thí dụ mà trong đó công thức giới hạn đối với e được viết ra 
ngày càng mới, đã có ta cơ sở chắc chắn để đi sâu vào công thức giới hạn này 
và đi sâu vào cách phát biểu của định lí. Và chính điều đó là bước quyết định 
trên con đường tìm lời giải. 

Xét về toàn bộ thì giai đoạn quy nạp đi trước giai đoạn chứng minh là tự 
nhiên và hợp lí. Ban đầu bạn hãy phỏng đoán rồi thì bạn hãy chứng minh. 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ NHỮNG CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG V 
1. Sau khi nhân các chuỗi 


(1-7 ” “=1+ sz ~ 


ArcSInx = 


=á 
1 


g9 


100 


bạn sẽ tìm thấy những số hạng đầu tiên của biểu thức khai triển: 
= : 2 
bà TẾ, —12) J2 aresinv = x + sẽ +... 


a) Hãy thêm mấy số hạng nữa và hãy thử dự đoán xem số hạng tổng quát sẽ 
như thế nào. 


b) Hãy chứng tỏ rằng, y thoả mãn phương trình vỉ phân 
(1 —x))y'—xy= 1 
và hãy dàng phương trình này để chứng minh điều dự đoán. 


Sau khi nhân các chuỗi 


bạn sẽ tìm được những số hạng đầu tiên của biểu thức khai triển 
ï I 
2 2 
y=e*!? = !2đy = xu +... 
0 
a) Hãy tính thêm mấy số hạng và thử đoán xem số hạng tổng quát sẽ như 
thế nào. 
b) Dự đoán của bạn nếu đúng sẽ đưa tới ý nghĩ rằng y thoả mãn một 
phương trình vi phân đơn giản. Hãy lập phương trình vi phân này và chứng 
mình điều dự đoán. 
Chuỗi luỹ thừa 
5 
ƒx)=1l+ KT £ sec nổ _—Y + 
4 64 256 16384 
thoả mãn phương trình hàm 


=1 r2] 


l+x l+x 


Bạn hãy kiểm tra những hệ số này, nếu thấy cần hãy xác định thêm mấy hệ 
số niãa và thử đoán xem số hạng tổng quát sẽ như thế nào. 


Chuỗi luỹ thừa 


Ñx)=1+x+3 +28 + để +... + dự +. 


thoả mãn phương trình hàm 


fx)=1+ sư} +3ƒœ)ƒœ?)+2/(`)] 


Người ta khẳng định rằng, z„ là số các hợp chất hoá học khác nhau về cấu 


trúc (rượu béo) có cùng một công thức hoá học C,H;„,¡OH. Trong trường 
hợp nø = 4 câu trả lời là đúng. Có z¿ = 4 loại rượu C„HạOH, chúng được 
biểu diễn trên hình 5.1, mỗi hợp chất được biểu diễn dưới dạng một "cây", 
mỗi C - dưới dạng một hình tròn hay một "nút" và gốc OH - dưới dạng mũi 


tên; H bị bỏ đi ”). Bạn hãy kiểm tra những giá trị khác của n. 


Ni 


Hình 5.1. Các hợp chất CạHọOH 


n2 .. 
ã, sữ (”)=bi0.=l-L0 


k=0 


khi một cách tương ứng, n =0, 1, 2, 3, 4, 5 (mod 6). 


(*) Chẳng hạn như "cây" thứ nhất tương ứng với công thức cấu trúc 


H H H H 
| 1 1 1 
H-C-C-C-C-O-H (rượu bu-ti-lic) 
LÔ # Í 
H H H H 


Chú thích của bản dịch tiếng Nga. 
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6. 


Elip sẽ quét một phỏng cầu dẹp hay phông tuỳ theo nó quay xung quanh 
trục lớn hay trục nhỏ. 


Đối với điện tích của phỏng cầu dẹp, ta có biểu thức đúng và gần đúng (a, 
b và £enhư ở §2): 
E=2zuab(l — ` 8 tới + (acrsin £)/£, 
P=4z(dˆ + 2bŸ)13. 
Bạn hãy tìm: 
a) Số hạng đầu của sai số tương đối. 
b) Sui số tương đối khi b = 0. 
Có thể nói gì về dấu của sai số tương đối? 
Đối với diện tích của phỏng cầu phông, ta có biểu thức đúng và gần đúng: 


— 2 
Eedsn [la 2SE-intS |: 
2£ l—e 


_ 4n(2a? + b2) 
3 


P 


Bạn hãy tìm 

a) Số hạng đầu của sai số tương đối. 

b) Sai số tương đối khi b=0. 

Có thể nói gì về dấu của sai số tương đối? 

Khi so sánh các thí dụ 6 và 7 bạn đã rút ra được công thức gần đúng nào 
cho điện tích của một elipxoit ba trục, có các nửa trục a, b và c? 

Có thể nói gì về dấu của sai số tương đối? 

l§2! Xuất phát từ phương trình tham số của elip: x = asint, y = bcost, hãy 
chứng minh rằng: 


xi2 : - : 
E=áu Jq-£? sin? t)? đị =27ra -š 2-5 ì «2n 
h 24 2n 2n—] 


từ đó, hãy tách những số hạng đầu đã được nêu ra không chứng mình ở §2. 


- (tiếp theo) Bằng cách sứ dụng biểu thức khai triển theo luỹ thừa của e, hãy 


chứng mình rằng E > P đối với 0 < e XI. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


!§2! Xác định số œ sao cho biểu thức: 

P"=dP + (1 —œ)P“ 
càng gân đúng E bao nhiêu càng tốt đối với e nhỏ (tức là bậc của số hạng 
đâu của biểu thức khai triển (P" — E)IE càng cao càng tốt). 
(tiếp theo) Nghiên cứu biểu thức gân đúng qua P” theo phương pháp ở §2 
(bằng quy nạp). 
Giả sử cho số nguyên dương p và dấy các số dương đị, đạ, 43,--- dạ. 


Chứng minh rằng: 


" 
đạ, 
lim su|s ¬ >e?. 
a 


¡->œ 
" 


(tiếp theo) Bạn hãy chỉ ra dãy đị, dạ, g3... thoả mãn đẳng thức. 

Giải thích các quy luật đã quan sát được 

Người ta thường tìm được-một phát mình trong vật lí học qua hai bước. Ban 
đâu, người ta nhận thấy có một quy luật nào đó trong các dữ kiện quan sát. 
Sau đó, quy luật này được giải thích như một hệ quả của một quy luật 
chung nào đó. Hai bước này có thể cách nhau một khoảng thời gian đài và 
chúng có thể do những người khác nhau tiến hành. Thí dụ rất rõ ràng về 
điểm này là Kepler và Newton: những quy luật chuyển động của các hành 
tình do Kepler quan sát được và được giải thích bằng định luật hấp dẫn do 
Newton khám phá ra. Trong nghiên cứu toán học cũng có một cát gì tương 
tự như thế. Và đây là một thí dụ trong sáng nhất. Muốn hiểu thí dụ này cần 
có một số tri thức sơ bộ. 

Bảng lôgarit thông thường có bốn chứ số thập phân chứa 900 định trị, cụ 
thể là định trị của các số nguyên từ 100 đến 999. Trước khi quan sát có thể 
bạn thường nghĩ rằng trong các bảng này ta sẽ gặp mười chữ SỐ Ô. du «g 
9, với số lần gân bằng nhau. Nhưng không phải thế; với tư cách là chữ số 
thứ nhất của định trị, rõ ràng là chúng xuất hiện không thường xuyên như 
nhau. Tính những định trị có cùng những chữ số đầu tiên, ta được bảng Ï 
(bạn hãy kiểm tra lại!) (xem bảng l): 

Khi xét cột thứ hai của bảng Ï ta có thể thấy rằng mọi cặp gôm hai số liên 
tiếp nhau trong cột đó có tỉ số gần như nhau. Điều đó thúc đẩy ta tính 
những tỉ số này với nhiều chữ số thập phân: chúng được ghỉ vào cột cuối 
cùng của bảng. 
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Tại sao những tỉ số này lại gân bằng nhau? Dựa vào quy luật gần đúng đã 
quan sát được bạn hãy cố gắng phát hiện ra một quy luật chính xác nào đó. 
Các số trong cột thứ hai của bảng I xấp xỉ là các số hạng của một cấp số 
nhân. Bạn có thể khám phá ra một cấp số nhân đúng nào đó mà các số 
hạng của cấp số gần đúng liên hệ với nó một cách đơn giản không? 
Bảng I - Các định trị có cùng chữ số đầu tiên 
trong các lôgarit với bốn chữ số thập phản 
Chữ số đầu tiên |'Số các định trị | - 


Tổng cộng 900 


Phân loại các sự kiện quan sát được 


Phần lớn công việc của nhà khoa học tự nhiên là mô tả và phân loại các sự 
Vật mà ông ta quan sát. Trong một thời gian dài sau kàn-né, đây là công việc 
chủ yếu của nhà khoa học tự nhiên. Lúc đó, hoạt động chính của họ là mô tả 
những loài và giống cây động vật, phân loại lại những loài và giống đã biết. 
Các nhà khoa học tự nhiên không những chỉ mô tỉ và phân loại các cây và 
động vật mà còn mô tả và phân loại những đối tượng khác, đặc biệt là các 
khoáng chất, phân loại các tỉnh thể dựa trên sự đối xứng của chúng. Một sự 
phân loại tốt là quan trọng; nó đưa các đối tượng quan sát muôn hình muÔn 
vẻ về một số nhỏ các loại được sắp xếp theo một trật tự nhất định và có 
những tính chất điển hình. Nhà toán học ít khi có thể cho phép mình thoả 
mãn với sự mô tả và phân loại. Nhưng điều đó cũng có thể xảy ra. 

Nếu bạn đã biết một số khái niệm đơn giản của hình học phẳng (trục đối 
xứng, tâm đối xứng) thì bạn có thể lấy các mẫu thêu để giải trí một chút. 


Hình 5.2 trình bày mười bốn dải thêu mà môi dải thêu có một hình đơn 
giản sắp xếp có chu kì dọc theo đường thẳng (nằm ngang). Ta gọi dải thêu 
ấy là "băng". Bạn hãy chọn cho mỗi "băng" ở phía bên trái (đánh dấu bằng 
số) một "băng" ở bên phải (đánh dấu bằng chữ) sao cho cả hai "băng" 
được chọn có cùng một loại đối xứng. Ngoài ra, bạn hãy nghiên cứu những 
dải thêu mà bạn có thể tìm thấy trên tất cả các loại đồ vật hay trên các 
công trình kiến trúc cổ và bạn hãy cố gắng chọn các dải thêu đó cho mỗi 
"băng" trên hình 5.2. Cuối cùng, bạn hãy lập một bảng danh sách đầy đủ 
các loại đối xứng khác nhau mà các "băng" có thể có và hãy mô tả cặn kế 
mỗi loại đối xứng đó. (Bạn hãy coi các "bảng" đó dài vô tận về cả hai phía, 
còn các hình ghép thì như được lặp lại vô số lần một cách có chu kì. Bạn sẽ 
thấy rằng, thuật ngữ "kiểu đối xứng" không phải là được định nghĩa một 
cách hình thức. Bạn sẽ tìm ra cách giải thích thích hợp cho thuật ngữ này. 
Đó là phần quan trọng của bài toán của bạn). 


tho đc CAN =<X* 


©5 


x xá. vất % số _RH_H R_ °= 


8.2 ðJÓŒ% mien Í 
TÔ NV << 


Hình 5.2. Sự đối xứng của các băng 


( 
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17. Bạn hãy tìm trên hình 5.3 hai mẫu thêu có cùng một kiểu đối xứng. Hãy hình 
dung môi mâu thêu là nhiều mẫu ghép lại và bao phủ toàn bộ mặt phẳng. 


Hình 5.3. Sự đối xứng của giấy bồi tường 


18. Khác nhau ở cái gì? 
Hai mươi sáu chữ cái trong bộ chữ La-tinh được chia thành năm nhóm 
HÌH# sa: 


AM T U V W YÝ 
BH Ð E  K£ 

N 5 ⁄A 

H Ĩ  X 


/“WŒG ý L P.68 xk 
Chúng khác nhau ở cái gì? Có thể có một cơ sở đơn giản cho sự phân loại 
nói trên không? (Bạn hãy xét năm phương trình: 

P. ^ 3 2 3 
ỳ=+x, W =#, y=#, X +2y sỉ, y=x+x. 


Chúng khác nhau ở cái 8Ì?). 
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hương VĨ 
MỘT KHẲNG ĐỊNH TỔNG QUÁT HƠN 


1. Euler 


Trong tất cả những nhà toán học mà ta biết ít nhiều về các công trình của họ 
thì rõ ràng Euler là người quan trọng nhất đối với vấn đề mà ta nghiên cứu. Là 
bậc thầy của nghiên cứu quy nạp trong toán học, ông đã có những phát minh 
quan trọng (về các chuỗi vô hạn, trong lí thuyết số và trong lĩnh vực khác của 
toán học) nhờ quy nạp, tức là nhờ quan sát, phỏng đoán táo bạo và những xác 
nhận sáng suốt. Tuy nhiên, về mặt này, ngoài Euler, những nhà toán học khác, 
lớn hoặc nhỏ, trong công việc của mình cũng sử dụng quy nạp một cách rộng rãi. 

Nhưng dầu sao đối với tôi, Euler vẫn là người duy nhất về một phương 
diện: ông cố gắng trình bày một cách cẩn thận, tỉ mỉ, rành mạch các lí lẽ quy 
nạp thuộc vấn đề nào đó. Ông đã trình bày một cách thuyết phục nhưng chân 
thực như một nhà bác học chân chính quen làm. Cách trình bày của ông là 
"cách trình bày thành thực những ý nghĩ dẫn ông tới các phát minh này” và có 
một sức hấp dẫn đặc biệt. Lẽ tự nhiên là, cũng như mọi tác giả khác, ông đã cố 
gắng thuyết phục độc giả của mình, nhưng là một tác giả thực sự xuất sắc, ông 
cố gắng thuyết phục họ chỉ bằng những lí lẽ mà chính ông đã dùng để thuyết 
phục mình. 

Mục sau đây sẽ cho ta thấy Euler đã viết như thế nào. Đoạn hồi kí được 
chọn chỉ đòi hỏi một số ít tri thức sơ bộ và hoàn toàn dành để trình bày về suy 
luận và quy nạp. 


2. Hồi kí của Euler 
Hồi kí được dẫn ra ở đây trong bản dịch toàn văn, chỉ có một số thay đổi 
nhỏ cho dễ hiểu hơn đối với độc giả ngày nay. 
PHÁT MINH RA ĐỊNH LUẬT LẠ NHẤT CỦA CÁC SỐ, 
THUỘC VỀ TỔNG CÁC ƯỚC SỐ CỦA CHÚNG 
1. Cho tới nay, các nhà toán học đã cố gắng phát hiện một trật tự nào đó trong 


dãy số nguyên tố. Và ta có đầy đủ cơ sở để tin rằng ở đây có một bí mật 


107 


nào đó mà trí tuệ loài người chưa tìm ra. Để thấy rõ điều đó chỉ cần nhìn 
vào bảng số nguyên tố mà một số người đã dày công tìm đến số trên 10 vạn 
và họ nhận ra rằng ở đây không có một trật tự, một quy tắc nào cả. Điều đó 
càng đáng ngạc nhiên hơn vì số học đã cho ta những quy tắc nhất định để 
kéo dài dãy các số nguyên tố ra bao nhiêu tuỳ ý, tuy nhiên ta vẫn không hề 
nhận thấy một tí vết tích gì về trật tự cả. Bản thân tôi, cố nhiên, vẫn còn xa 
mới đạt tới mục đích này nhưng tôi đã khám phá ra một định luật vô cùng 
kì lạ chi phối dãy tổng các ước số của các nguyên tố. Mới nhìn thì thấy dãy 
này không có quy tắc nào cả giống như dãy các số nguyên tố và theo một 
nghĩa nào đó dãy này bao hàm trong dãy các số nguyên tố. Định luật mà 
tôi sắp giải thích đây, theo tôi càng đặc sắc ở chỗ nó có một tính chất là ta 
có thể tin rằng nó đúng mà chưa chứng minh chặt chẽ. Dù sao, để bênh vực 
cho nó tôi sẽ trình bày những lí lẽ mà có thể coi như gần tương đương với 
sự chứng minh chặt chẽ. 

2. Số nguyên tố không có ước số nào ngoài đơn vị và chính nó, đó là điều 
khác biệt giữa các số nguyên tố và các số khác. Chẳng hạn, 7 là số nguyên 
tố vì rằng nó chỉ chia hết cho đơn vị và cho chính nó. Các hợp số là những 
số mà ngoài đơn vị và chính nó ra, nó còn có những ước số khác. Chẳng 
hạn số 15, ngoài 1 và 15 ra còn có các ước số khác là 3 và 5. Một cách tổng 
quát, nếu p là số nguyên tố thì nó chỉ chia hết cho I và p. nhưng nếu p là 
hợp số thì ngoài l và p ra, nó còn có các ước số khác. Vì thế, trong trường 
hợp thứ nhất, tổng các ước số của p bằng 1 + p, còn trong trường hợp thứ 
hai, tổng đó lớn hơn 1 + p. Vì tôi định nghiên cứu tổng các ước số của các 
số khác nhau cho nên tôi sẽ dùng kí hiệu ơ(z)“” để chỉ tổng các ước số của 
số nø. Chẳng hạn, ơ(12) chỉ tổng các ước số của 12, tức là của những số 1, 
2,3, 4, 6 và 12, do đó ơ(12) = 28. Cũng bằng cách đó có thể thấy ơ(60) = 
168, ø(100) = 217. Vì đơn vị chỉ chia hết cho chính nó cho nên (1) = 1. 
Sau nữa, 0 (số không) chia hết cho tất cả các số. Vì thế, ơ(0) phải bằng vô 
hạn (tuy nhiên sau này tôi sẽ gán cho nó những giá trị hữu hạn khác nhau 
tuỳ từng trường hợp và điều đó là có ích). 

3. Sau khi đã xác định giá trị của kí hiệu G(z) như trên, ta thấy rằng, nếu p là 
số nguyên tố thì ø(p) = l + p. Bên cạnh đó, ø(1) = I (chứ không phải bằng 
l1 + 1). Từ đó ta thấy cần phải loại trừ 1 ra khỏi các dãy số nguyên tố: I là 


(*) Euler là người đầu tiên dùng kí hiệu đối với tổng các ước số. Ông đã dùng kí hiệu ịn , chứ 


không phải kí hiệu ơ(z) như hiện nay. 
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số nguyên đầu tiên, không phải là số nguyên tố, cũng không phải là hợp số. 
Tuy nhiên, nếu là hợp số thì ø(z) lớn hơn l + ?. 


Trong trường hợp này, ta có thể dễ dàng tìm được ơ(n) theo các thừa số của 
n. Nếu a, b, c, đ,... là những số nguyên tố thì dễ dàng thấy rằng: 


(4b) =1+a+b + äab = (1 +2) (1 + b) = ơ(đ). ơ(b) 
ơ(abc) = (1 + đ) (1 + b) (1 + e) =ơ(ø). ơ(b). ø(c) 
Gø(2Ðc3) = 6(a). ø(b). öø(c). ø(đ) 


Ta cần có những quy tắc đặc biệt đối với luỹ thừa của các số nguyên, ví như: 


3 
cơ] m4 0+ dốc 
a-l 
4 
ơ(a2)=l+a+a °+aÌ= cm 
a-—] 


và tổng quát: 
: ntÌ_Ị 


GƠ(đ )= " 


Dùng quy tắc này, ta có thể tìm được tổng các ước số của mọi số dù cho nó 
được lập nên bằng cách nào cũng vậy. Ta sẽ thấy điều này từ công thức: 


ơ(a“b) = ơ(a?).o(b) 
ơ(aˆb”) = ơ(a”).ơ(b) 
3,4 3 4 
ơ(a b c) = ơø(a ).o(b ).ơ(c) 
và tổng quát: 
œ B Y;ỗ £ œ B Y ồ £ 
c(a bcde)=ơ(a ). oơ(b'). ơ(c `). ơ(d ). ơ(e ). 
Chẳng hạn, muốn tìm ø(360), vì 360 có thể phân tích thành các thừa số 
2?.37.5 nên ta có: : 
ơ(360) = ơ(2”). ø(3”). ơ(5). 
Để trình bày dãy tổng các ước số, tôi xin dẫn ra bảng sau đâyt ) chứa tổng 
các ước số của tất cả các số nguyên từ l đến 99, 


(*) Số ghi ở giao của dòng số 60 với cột số 7 là ơ(67). Nếu p là số nguyên tố thì ơ(?) được ¡in 
đậm. Bảng đã được rút gọn so với nguyên bản. 
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Nhìn qua dãy các số này có lẽ ta sẽ thất vọng. Không có hi vọng tìm ra một 
tí trật tự nào cả. Tính thất thường của các số nguyên tố đã quán triệt sâu sắc 
bảng này thành ra nếu ta không biết định luật chi phối dãy bản thân các số 
nguyên tố thì ta đành phải thừa nhận rằng không tìm đâu ra được định luật 
chi phối dãy các số này. Dãy số ở trên hình như còn bí hiểm hơn cả dãy các 
Số nguyên tố. 


Mặc dù vậy, tôi đã nhận thấy rằng dãy này tuân theo một định luật hoàn 
toàn xác định và có thể coi nó là một dãy truy toán. Cách diễn đạt toán học 
này có nghĩa rằng mỗi số hạng có thể tính được theo các số hạng trước 
bằng một quy tắc không đổi nào đó. Thật vậy, nếu ø(z) là một số hạng nào 
đó của dãy này, còn ø(#—1), ø(n~2), ø(n—3), ø(n—4), ø(n—5)... là những số 
hạng đứng trước nó thì tôi khẳng định rằng, bao giờ cũng có thể tính được 
giá trị ø() theo một số số hạng đứng trước nó nhờ công thức sau: 
G(n) = ø(n—1) + G(n—2) — G(n—5) — G(n—7T) 
+ G(n—12) + ơ(n—15) — ø(n-22) — o(n-26) 
+ ơ(n—35) + ø(n-40) — ơ(n0—51) — ơ(n—57) 
+ G(n—70) + G(né—77) — ø(n—92) — ø(n—100) +... 
Ta phải nêu những nhận xét sau đối với công thức này: 
I - Các dấu + và — ở vế phải công thức xen kẽ nhau từng cặp một: 
6ø(1)=ø(0)= 1= 
ơø(2) = ø(1) + ơ(0)=1+2=3._ 


ơ@) = ø(2) + ø(1) = 3 + l =4 

ơ(4) = ơ(3) + ơø(2) = 4 + 3 = 7 

ø(5) = ø(4) + ø(3) - ø(0) =7 + 4— 5 =6 ' 

ø(6) = ơ(5) + ø(4) — ø(1) =6 +7— 1= 12 

ø(7) = ơø(6) + ø(5) - ơ(3) —- ø(0) = 12+6—3—7=8 

o(8) = ø(7) + ø(6) - ø(3) - ø(1) = 8 + 12—4— 1= l5 

ơ(9) = ø(8) + ø(7) - ø(4) - ø(2) = 15 +8—7~—3 = I3 

ơ(10) = ơ(9) + ơ(8) — ø(5) —- ø) = 13 + l5—6— 4= 18 

ơ(11) = ø(10) + ơø(9) — ø(6) — ø(4) = 18 + 13— 12—7= 12 

ø(12) = ø(11) + ø(10) —- ø(7) — ø(Š) + oø(0) = 
=12+18-8-6+12=28 

ơø(13) = ø(12) + ø(11) — ø(8) — ø(6) + ø(1) 
=28+12- 1I5—-12+l=14 

ơ(14) = ø(13) + ø(12) —- ø(9) — öø(7) + oø(2) 

I14+28—-13-8+3=24 

ø(15) = ø(14) + ø(13) — ø(10) —- ơ(8) + ø(3) + ø(0) 
=24+14_- 18—15+4+I5=24 

ơø(16) = ø(15) + ø(14) — ø(11) — ø(9) + ø(4) + ø(1) 
=24+24-12-13+7+1I=3l 

ø(17) = ø(16) + ø(15) — ø(12) — ø(10) + ø(5) + ø@) 
=31+24—-28— 18+6+3=1S 

ø(18) = ø(17) + ø(16) — ø(13) — ø(I L) + ø(6) + ơø(3) 
=18+31—-14—-12+12+4=39 

ø(19) = ø(18) + ø(17) — ø(14) - ø(12) + øŒ7) + ø(4) 
=39+ 18—24-28+8+7=20 

ø(20) = ø(19) + ơø(18) —- ø(15) — ø(13) + ø(8) + ø(S) 
= 20 + 39 - 24 -— 14+ 15+6=42 


H - Định luật của các số 1, 2, 5, 7, 12, 15,... mà ta phải tính từ số ø đang 
xét sẽ trở thành rõ ràng nếu ta lấy các hiệu của chúng. 


II 


III1 
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Các số 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 70, 77, 32, L00,... 

Các hiệu 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, I1, 6, 13, 7, 15, 8... 

Ở đây ta thấy tất cả các số nguyên I, 2, 3, 4, 5, 6,... và các số lẻ `"... 
11,... xen kế nhau và vì thế ta có thể kéo dài dãy các số này ra mãi mãi. 

IH - Mặc dù dãy là vô tận nhưng trong mỗi trường hợp ta chỉ phải lấy 
những số hạng mà đối với chúng, những số đứng trong dấu ơ hãy còn là 
dương và ta bỏ ơ đối với những giá trị âm. 

IV - Nếu trong công thức ta gặp kí hiệu ơ(0) thì, vì bản thân giá trỊ của nó 
là vô định, ta lấy số ø được xét để thay cho ơ(0). 

Sau những nhận xét này, ta có thể dễ dàng áp dụng công thức vào mọi 
trường hợp riêng đã cho và như vậy ai cũng có thể kiểm nghiệm để thấy 
rằng nó đúng bằng cách lấy bao nhiêu thí dụ cũng được. Và vì tôi không 
thể chứng minh nó một cách chặt chẽ nên tôi phải biện hộ cho nó bằng 
nhiều thí dụ (ở trang trước). 


Tôi nghĩ rằng, những thí dụ này cũng đủ để buộc mọi người bỏ ý nghĩ cho 
rằng công thức của tôi chỉ phù hợp với chân lí một cách ngẫu nhiên đơn thuần. 
Song, vì trong những thí dụ đã xét chỉ có sáu số đầu trong các số 1, 3, 5, 7, 
12, 15, 22,... mà ta phải tính nên ai đó còn có thể nghỉ ngờ rằng chưa chắc 
định luật mà tôi nêu ra đã đúng với các số khác, ngoài các số nói trên. Như 
vậy, định luật này hãy còn chưa đủ vững chắc, cho nên tôi xin dẫn ra mấy 
thí dụ với các số lớn. 
I - Cho số 101, tìm tổng các ước số của nó. Ta có: 
ø(101) = ø(100) + ø(99) — ø(96) — ø(94) 
+ (89) + ø(86) + ơ(79) — o(75) 
+ ø(66) + ø(61) + ø(50) — o(44) 
+ Ø(31) + ø(24) + ø(9) — ơ(1) 
= 217 + 156 - 252 - 144 + 
+ 90 + 132 —- 80 - 124 + 
+ 144+62-93—-84+ 
+32+60— 13—1 
| = 893 — 791 = 102 
và từ đó có thể kết luận rằng 101 là số nguyên tố. 


II- Cho số 301, tìm tổng các ước số của nó. Ta có: 
Hiệu 1 & 1 5 
ơ(301) = ø(300) + ø(299) — ø(296) — ø(294) + 

3 7 4 9 

+ ơ(289) + ơ(286) — ø(279) — ø(275) + 

jả H1 6 T5 

+ ơ(266) + ø(261) — ø(250) — ø(244) + 

7 15 8 17 

+ ø(231) + ø(224) —- ø(209) — ø(201) + 

9 ID 10 321 : 

+ ø(184) + ơø(175) — ø(156) — ø(146) + 

13 27 14 

+ (54) + ø(41) — ø(14) — ø(0). 
Qua thí dụ này, ta thấy rằng dùng các hiệu, có thể kéo dài công thức khi 
cần. Sau khi thực hiện các phép tính, ta được: 

ơ(301) = 4939 — 4587 = 352. 
Từ đó, ta thấy rằng, 301 không phải là số nguyên tố. Thật vậy 301 = 7x43 
Và ta có: 
ơ(301) = ø(7)xø(43) = 8x44 = 352 

như quy tắc của ta đã cho thấy. 
Những thí dụ tôi vừa xét ở trên đã làm tiêu tan mọi mối nghi ngờ rằng công 
thức của tôi chưa chắc đúng. Tính chất tuyệt mĩ này của các số càng đáng 
ngạc nhiên ở chỗ ta không cảm thấy một mối liên hệ có lí nào giữa cấu trúc 
của công thức của tôi và bản chất của các ước số với tổng mà ta vừa xét. 
Dãy các số 1, 2, 5, 7, 12, 15,... hình như là không liên quan gì tới vấn đề 
đang xét. Hơn nữa, vì định luật của các số này "đứt quãng từng hồi” và thực 
tế chúng là một hỗn hợp của hai dãy có quy luật đều đặn: 1, 5, 12, 22, 35, 
51,... và 2, 7, 15, 26, 40, 57,... ta không thể hi vọng tìm thấy tính chất 
không đều đặn đó trong giải tích. Việc không chứng minh được còn làm 
cho ta ngạc nhiên hơn nữa bởi vì hầu như hoàn toàn không thể khám phá ra 
được tính chất đó, nếu như không dựa vào một phương pháp vững chắc nào 
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đó có thể thay thế cho phép chứng minh chặt chẽ. Ta thừa nhận rằng không 
phải thuần tuý ngẫu nhiên mà tôi đi tới phát minh này nhưng một mệnh đề 
khác đã mở ra con đường đi tới tính chất tuyệt mĩ này, một mệnh đề khác 
cùng tính chất mà ta phải thừa nhận là đúng mặc dù tôi không chứng minh 
được nó. Và mặc dù ở đây ta xét tính chất các số nguyên, trong đó phép 
tính các vó cùng bé không thể áp dụng được, song tôi đã suy ra được kết 
luận của mình nhờ các phép lấy vi phân và một số mưu mẹo khác. Tôi chúc 
mừng một người nào đó tìm ra con đường ngắn hơn, tự nhiên hơn và có thể 
là, việc xét con đường mà tôi đã đi ở đây sẽ có chút ít có ích nào đó. 

Nhiều năm về trước, khi xét sự phân hoạch các số tôi đã nghiên cứu 
biểu thức: 


(1~+)(—z2(1—x2(1—-x9)(1-x)(1—z9(1—x)(q—3#,... 
trong đó tích được coi là vô hạn. Để thấy kết quả là một chuỗi loại nào, 


thực tế, tôi đã nhân một số lớn các thừa số với nhau và tìm được: 


Š 4 
Ïl>x=z2+z+t—x ra? ¿vÐ_ z5. vA0., 


Dãy các số mũ của luỹ thừa x trùng với dãy các số có trong công thức đã dẫn 
ra Ở trên; các dấu + và - xen kẽ nhau từng cặp một. Chỉ cần thực hiện phép 
nhân này và kéo dài nó bao nhiêu tuỳ ý để thấy rằng chuỗi này là đúng. Tuy 
nhiên, tôi không có một lí lẽ nào khác để chứng minh cho điều đó ngoài 
phép quy nạp dài mà tôi áp dụng khá xa đến mức không có cách nào làm tôi 
có thể nghỉ ngờ định luật chi phối sự hình thành các số hạng này và các luỹ 
thừa của chúng. Trong một thời gian dài, tôi đã tìm cách chứng minh chặt 
chẽ sự bằng nhau giữa chuỗi này và tích vô hạn (I — x) (1 — x2 (l— zŠ... 
đã viết ở trên và tôi cũng đã trình bày vấn đề này với một số bạn bè mà khả 
năng của họ về mặt này thì tôi đã biết trước. Nhưng tất cả những người ấy 
đều đồng ý với tôi rằng, phép biến đổi tích này thành chuỗi là đúng, mặc 
dù không một người nào tìm ra được chiếc chìa khoá để chứng minh. Như 
vậy, đây là một chân lí đã nhận thức được nhưng vẫn chưa được chứng 
minh, nếu ta đặt: 

s=dl—z)([~z7@ —x39(L—z530=xq <x.. 
thì có thể biểu diễn đại lượng s này bằng cách sau: 

s=iex-V + + ve? su. v55. v0 thờ 


Vì mỗi người chúng ta có thể tin vào chân lí này sau khi đã nhân một số 
lớn bao nhiêu tuỳ ý các thừa số với nhau và hình như không thể là định luật 


19. 


11. 


đã được thoả mãn với 20 số hạng chẳng hạn lại không được thoả mãn với 
số các số hạng sau. : 
Vì bằng cách đó ta đã thấy hai biểu thức vô hạn này bằng nhau mặc dù 
không thể chứng minh được điều đó, tất cả các kết luận có thể suy ra từ đó 
cũng sẽ có cùng một bản chất, tức là sẽ đúng nhưng không chứng minh 
được. Hoặc là nếu có thể chứng minh được một trong những kết luận này 
thì có nghĩa là ta đã có chiếc chìa khoá để chứng minh sự bằng nhau đó. Và 
với ý đô đó, tôi đã vận dụng nhiều phương pháp khác nhau vào hai biểu 
thức này và bằng cách đó, bên cạnh những phát minh khác, tôi đã đi tới 
phát minh mà tôi đã giải thích ở trên; vì thế, phát minh đó cũng như sự 
bằng nhau giữa hai biểu thức vô hạn này phải đều hiển nhiên đúng. Tôi đã 
làm như sau. Giả sử đã cho hai biểu thức sau đây bằng nhau: 

#= (1= 1¬) (1<ey0 <3. =23đ<=z2đ =#).. 

;=l=#-#f+#t+x sex? +1 uy” -x + kẻ 
Tôi tránh các thừa số ở biểu thức thứ nhất bằng cách lấy lôgarit: 

Ins =In(1 — x) + In(1 — x2) + In(1 — x”) + In(1 — x') +... 


Để tránh các lôgarit, tôi lấy vi phân và được đẳng thức: 


hay: 


s đx l=# lŸw" l~=# 
Từ biểu thức thứ hai đối với s dưới dạng chuỗi vô hạn, ta được một giá trị 
khác của chính đại lượng đó: 


x đs x.Ð£ -S 1x7 +12x!2 +15x15 — 22x22 —-26x?5 +... 


R_: SN: vẽ 6— 


$ đv "l=k=# +wa# =# ““ Tơ 


Ở trên ta có hai biểu thức đối với đại lượng ¿. Trong biểu thức thứ nhất, tôi 
phân tích mỗi số hạng thành một cấp số nhân và tôi được: 


12. 
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ƒ=X +2 +k tt cư cư... 


+tÐU g0 va. soya,. 


+3x +3xể #é¿ 
+4x! Ý\... 
+5 + 
+ 6x" + 
x. 
+8 tàu 


Ở đây, ta dễ dàng thấy rằng, mỗi luỹ thừa x xuất hiện bao nhiêu lần thì số 
mũ của nó có bấy nhiêu ước số, mỗi ước số xuất hiện với tư cách là hệ số 
của cùng một luỹ thừa x. Thành thử, nếu ta tập hợp những số hạng có 
những luỹ thừa giống nhau thì hệ số của mỗi luỹ thừa x sẽ là tổng của các 
ước số của số mũ của luỹ thừa. Do đó, nếu dùng kí hiệu ø(z) đã được đưa 
vào ở trên đối với tổng các ước số của ø, tôi được: 

+ =ơ(1)x + ơ(2)x” + ơ(3)x” + ơ(4)x" + ơ(5)x +... 
Định luật của chuỗi đã hiển nhiên. Và mặc dù phép quy nạp có tham gia 
vào việc xác định các hệ số, ta có thể dễ dàng tin rằng, định luật này là một 
hệ quả tất yếu. 
Do việc xác định , công thức cuối cùng trong 10 có thể viết như sau: 

5 ..Š.,.8._..J19_ „5 


fl—x—x +x +x —-x —x + + h« ..}— 
— x—217+5x +7%+” =12x” -15x”+22x”+26x”°_...=0. 
Sau khi thay ¿ bằng giá trị ta vừa thu được ở cuối l1, ta có: 
0 =ơ(1)x + ơ(2)x” + ơ(3)x” + ơ(4)xˆ + ơ(5)xŸ + ơ(6)xŠ +... 
—x—ơ(1)x”— ø(2)x` — ơ(3)x” + ơ(4)x` + ơ(5)x5 —... 
— 2x” — ơ(1)x” - ø(2)x” + ø(3)x` + ơ(4)xŠ —... 
+5x +ơ(l)x”+.. 


Bằng cách rút gọn những số hạng đồng dạng, ta tìm được hệ số của mọi luỹ 
thừa x đã cho. Hệ số này có nhiều số hạng. Trước hết, có xuất hiện tổng các 
ước số của số mũ của luỹ thừa x rồi đến tổng các ước số của mấy số nhỏ 


hơn mà ta có được bằng cách trừ liên tiếp 1, 3, 5, 7, 12, 15, 22, 26, ... vào 
số mũ này của luỹ thừa. Cuối cùng, nếu số mũ của luỹ thừa thuộc về dãy 
này thì tự nó sẽ xuất hiện. Không cần thiết phải giải thích một lần nữa các 
dấu của các số hạng vừa mới tính được. Do đó, nói chung, hệ số của x sẽ là: 

ơ(n) — ơ(n—1) — ơ(n—2) + ơ(n-5) + ơ(n—7) — ơ(w—12) — ơ(n—15) +... 
Cứ tiếp tục như vậy chừng nào mà số dưới dấu sigma vẫn còn là số không 
âm. Tuy nhiên, nếu có xuất hiện số hạng o(0) ta phải thay nó bằng ø. 

13. Vì tổng của chuỗi vô hạn xét trong mục 12 bằng 0 cho nên dù giá trị của x 
là như thế nào chăng nữa, hệ số của mỗi luỹ thừa riêng lẻ của x cũng phải 
bằng 0. Do đó, ta được một định luật mà tôi đã giải thích trong mục 5 ở 
trên, tức là định luật chi phối các tổng của các ước số và nó giúp ta tính 
bằng cách truy toán các ước số của tất cả các số. Trong kết luận trên, ta có 
thể tìm được một cơ sở nào đó cho các dấu, một cơ sở nào đó cho dãy số: 

1,2,5, 7, 12, 15, 22, 236,35, 40, 51, 57, TÔ, 7?7.. 


và đặc biệt là cơ sở cho biết vì sao ta phải thay chính số ò cho ø(0) và điều 
đó có thể là tính chất kì lạ nhất của quy tắc của tôi. Suy luận này tuy chưa 
phải là sự chứng minh đầy đủ nhưng tuyệt nhiên không gây ra một nghi 
hoặc nào đối với định luật kì lạ mà tôi đã giải thích ở đây. 


Š. Chuyển sang quan điểm tổng quát hơn 


Bài của Euler dẫn ra ở trên vô cùng có ích. Từ đó, ta có thể rút ra nhiều 
hiểu biết về toán học, hay về tâm lí học của sự phát minh hay về các suy luận 
quy nạp. Những thí dụ và những nhận xét ở cuối chương này sẽ giúp ta nghiên 
cứu một số quan niệm toán học của Euler nhưng bây giờ ta muốn chú ý tới suy 
luận quy nạp của ông. 

Định lí mà Euler nghiên cứu đặc sắc về mấy phương diện và đến bây giờ 
vẫn có giá trị toán học to lớn. Tuy nhiên, ở đây ta quan tâm đến nội dung toán 
học không nhiều bằng quan tâm đến những lí lẽ đã buộc Euler tin ở định lí này 
khi nó vẫn chưa được chứng minh. Để hiểu rõ hơn bản chất của những lí lẽ này, 
tôi sẽ không chú ý đến nội dung toán học trong hồi kí của Euler mà chỉ nêu lên 
một lược đồ, nhấn mạnh một số phương diện tổng quát của suy luận quy nạp 
của ông. 

Vì ta bỏ qua nội dung toán học:của một số định lí mà ta phải xét cho nên 
để cho tiện lợi, ta sẽ kí hiệu chúng bằng các chữ cái T,'T*, C¡, C,..., C7, C5... 
Độc giả có thể hoàn toàn không cần biết đến ý nghĩa của những chữ cái này. 


117 


Nhưng nếu bạn muốn tìm kiếm chúng trong hồi kí của Euler thì đây là chỉa 
khoá. T là định lí 


(1—-#f~x3(—-1#..¬1 << 2v + =2 si g..„ 


Định luật của các số l, 2, 5, 7, 12, 15,... đã được giải thích trong §2, mục 5, 11. 

C„ là mệnh đề khẳng định rằng các hệ số của x„ ở cả hai vế của đẳng thức 
trước là như nhau. Chẳng hạn, C¿ khẳng định rằng, sau khi khai triển tích ở vế 
trái của đẳng thức, hệ số của x” bằng 0. Chú ý rằng C„ là hệ quả của định lí T. - 

Œ„x là đẳng thức 

G(n) = G(n—]) + G(n—2) — G(n—5) — G(n-?) +... 
đã được giải thích tỉ mỉ ở §2, mục 5. Chẳng hạn, C¿x khẳng định rằng: 
6ø(6) = ø(Š) + öø(4) — o(]) 

T* là "định luật kì lạ nhất" khẳng định rằng, tất cả Cj_ C¿, Cš,... là đúng. 

Chú ý rằng Œ„x là hệ quả (trường hợp riêng) của định lí 7*. 


4. Lược đồ hồi kí của Euler 


Định lí T có tính chất là ta có thể tin ở sự đúng đắn của nó trong khi chưa 
đưa ra một chứng minh chặt chẽ. Song do lợi ích của nó, tôi xin trình bày 
những lí lẽ mà ta có thể coi gần như tương đương với sự chứng minh chặt chẽ. 

Định lí T bao hàm vô số các trường hợp riêng C¡, C-, Ca... Ngược lại, tập hợp 
vô hạn các trường hợp riêng C¡, C›;, C;... tương đương với định lí T. Nhờ một 
phép tính đơn giản, ta có thể biết C¡ có đúng hay không. Một phép tính khác cho 
biết C; có đúng hay không và bằng một phép tương tự như vậy đối với C v.v... 
Tôi đã làm những phép tính này và thấy tất cả C¡, C¿, Cạ,... Cạo đều đúng. Chỉ 
cần thực hiện những phép tính này và kéo dài chúng ra xa bao nhiêu tuỳ ý để tin 
rằng, dãy được kéo dài vô hạn này là đúng. Tuy nhiên, để làm điều đó, tôi không 
có một lí lẽ nào, trừ phép quy nạp mà tôi đã áp dụng mãi đến khi mà tôi không 
thể nghi ngờ tí nào vào định luật mà C¡, C¿, C¡... là những trường hợp riêng. Tôi 
đã tìm cẩn thận và lâu dài cách chứng minh chặt chẽ cho định lí T và tôi đã trình 
bày vấn đề này với một số bạn bè mà tôi biết rõ khả năng của họ về mặt này 
nhưng tất cả đều đồng ý với tôi rằng định lí T là đúng mặc dù không một người 
nào tìm được cách chứng minh. Như vậy, đây là một chân lí đã nhận thức được 
nhưng chưa chứng minh được vì rằng mỗi người chúng tôi đều khảo nghiệm 
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được chân lí này bằng cách tính thực tế một số lớn bao nhiêu cũng được các 
trường hợp C¡, Cạ, C¿.... và hình như không thể xảy ra là định luật được thoả mãn, 
chẳng hạn với 20 số hạng, lại không được thoả mãn với những số số hạng sau. 

Vì bằng cách đó, ta thấy rằng định lí 7 là đúng mặc dù không chứng minh 
được nó, tất cả những kết luận có thể suy ra từ nó có cùng một tính chất là 
chúng đều đúng nhưng không được chứng minh. Hoặc là nếu có thể chứng 
minh được một trong những kết luận này thì ngược lại có thể tìm được cách 
chứng minh định lí 7. Và chính với ý đồ đó, tôi đã vận dụng nhiều phương 
pháp khác nhau vào định lí 7 và bên cạnh những phát minh khác, tôi tìm thấy 
định lí T*, định lí này cũng phải hiển nhiên đúng như định lí T vậy. 

Các định líT và T* là tương đương, cả hai hoặc đều đúng, hoặc đều không 
đúng. Chúng cũng đứng vững với nhau hoặc cùng sụp đổ với nhau. Tương tự 
như T, định lí T* bao hàm vô số trường hợp riêng Œ}, C¿, Œ¿,... và dấy các 
trường hợp riêng này tương đương với định lí T*. Ở đây, phép tính đơn giản lại 
một lần nữa cho thấy rằng CỀ có đúng hay không. Bằng cách tương tự có thể 
xác định được C? có đúng hay không v.v... Dễ dàng ứng dụng định lí T* vào 
mọi trường hợp riêng đã cho và như vậy, ai cũng có thể khảo nghiệm rằng nó 
đúng qua bao nhiêu thí dụ mà ta muốn cũng được. Và vì tôi phải thừa nhận 
rằng mình không thể chứng minh được nó một cách chặt chẽ cho nên tôi phải 
dùng một số lớn các thí dụ Cỷ, CŒ;, Œÿ,.... C;¿ để biện hộ cho nó. Tôi nghĩ, 
những thí dụ này cũng đủ để buộc mọi người phải từ bỏ quan niệm cho rằng 
quy tắc của tôi chỉ phù hợp với chân lí một cách ngẫu nhiên đơn thuần. 

Nếu còn có người nghi ngờ rằng, định luật chỉ vẻn vẹn như tôi đã nêu ra, 
tôi xin dẫn ra một số thí dụ với các số lớn. Bằng cách kiểm tra tôi đã thấy rằng 
Của, Ể Ki là đúng và như vậy, tôi đã thấy định lí T là đúng ngay cả với 
những trường hợp khác xa với những trường hợp mà tôi đã kiểm nghiệm trước 
kia. Những thí dụ mà tôi vừa phân tích sẽ đánh tan mọi mối hoài nghi có thể có 
về các định lí T và T* đúng hay sai. 


NHỮNG THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG VI 


Sau khi khám phá ra "định luật kì lạ nhất của các số”, Euler đã "rút ra kết 
luận của mình nhờ phép vì phân và một số mưu mẹo khác” mặc dù "Phép tính 
các vô cùng bé hình như không thể áp dụng vào các số nguyên". Để hiểu 
phương pháp của Euler, ta hãy áp dụng nó vào các thí dụ tương tự. Ta bắt đâu 
từ chỗ đặt tên cho "mưu mẹo" chính hay công cụ toán học của ông. 
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Các hàm dẫn xuất 
Ta hãy diễn đạt kết quả của mục 1] trong hồi kí của Euler qua các kí hiệu 
hiện nay vẫn dùng: 


°œ "n 


n— =ơ(I)x+ơ(2)xŸ +...+ ø(n)x" +... 


n 


m1 
Trong vế phải của đẳng thức có chuỗi luỹ thừa của x. Hệ số của x" trong 
chuỗi luỹ thừa này là ơ(n) tức là tổng các ước số của n. Có hai vế của đẳng 
thức biểu diễn cùng một hàm của x. Sự khai triển hàm này theo luỹ thừa 
của x sẽ “dẫn tới" dãy ơ(l), ơ(2),.... o(n)... Như vậy, ta gọi hàm này là 
hàm dẫn xuất của dấy ơ(n). Tổng quát, nếu: 
ƒ{x) E dạ + a¡x + ayx +... +đ„X +.., 
thì ta nói rằng ƒ(x) là hàm dẫn xuất đối với a„, hay là hàm dẫn tới dấy dạ, 


đ, đ¿,..., tạ... 


Danh từ "hàm dẫn xuất" do Laplace đặt ra. Tuy nhiên, trong khi chưa đặt 
tên cho nó, Euler đã sử dụng công cụ của các hàm dẫn xuất trước Laplace 
khá lâu trong một số tác phẩm, và ta vừa tìm hiểu một trong những tác 
phẩm đó ở §2. Ông đã ứng dụng công cụ toán học này vào nhiều bài toán 
giải tích tổ hợp và lí thuyết số. 
Hàm dẫn xuất là một cơ cấu gần giống như cái túi. Mang nhiều vật nhỏ có 
thể rất khó, ta bỏ chúng vào một cái túi và lúc đó ta chỉ cần phải mang một 
vật là cái túi. Hoàn toàn tương tự như vậy, đáng lẽ phải xét riêng từng số 
hạng của dấy ad, dị, đạ,..., dạ... ta đặt chúng vào chuỗi luỹ thừa 2a„x„ và 
khi đó ta chỉ phải xét một đối tượng toán học là chuỗi luỹ thừa. 
Hãy tìm hàm dẫn xuất đối với n. Cũng vậy, hãy tìm tổng các chuỗi ÀÈx„. 
Cho ƒ(x) là hàm dẫn xuất của dãy dạ, a, qạ,..., d„... Hãy tìm hàm dẫn xuất 
của dấy: 

0ag, lay, 2ỜN,o.ey Hứn,. 
Cho ƒ(x) là hàm dẫn xuất của dấy qạ, an, dạ,..., d„;... Hãy tìm hàm dẫn xuất 
của dãy Ú, dạ, đị, đạ,..., đụ_p- 
Cho ƒ{x) là hàm dẫn xuất của dãy a„. Hãy tìm hàm dẫn xuất của dấy: 

SE đạ +đi +đ¿ +... + đụ, 

Cho ƒfx) và g(x) là những hàm dẫn xuất tương ứng đối với a„ và b„. Hãy tìm 
hàm dân xuất đối với : 


Cụ = đoÐ„ + điĐ„—¡ + 42b„—¿ +... + a„bọ. 


7._ Một bài toán tổ hợp của hình học phẳng 


n —3 đường chéo của một đa giác lồi n cạnh chia nó thành n — 2 tam giác, 


xem hình 6.1. Ta gọi Dạ là số cách chia khác nhau. 


SÔ 


ñ) 


Hình 6.1. Ba cách cắt hình lục giác 


Hãy tìm D„ đối với n = 3, 4, 5, 6. 


(tiếp theo) Dựa trên những giá trị bằng số đã xét trong thí dụ 7 để đoán. ra 


được biểu thức chung đối với D„ thì không phải dễ. Tuy nhiên, dãy D;, Dụ, 


Dẹ,... là "dãy truy toán" theo nghĩa rất tổng quát sau: mỗi số hạng của nó 
có thể tính được theo những số hạng đứng trước nó theo một quy tắc không 
đổi tức là "công thức truy toán" (xem hồi kí của Euler mục Š). 


Theo định nghĩa, bạn hãy đặt D; = I và chứng tỏ rằng đối với n >3: 


TP = D;D„.¡ + D;D„; + D„ Dạ; b ST 


.+ÐDạ¡D; 


(Hãy dựa vào hình 6.2 kiểm tra những trường hợp đầu). 


(tiếp theo) Cách chứng mình biểu thức đối với 
Dạ suy ra từ công thức truy toán ở thí dụ 8 
không được hiển nhiên. Tuy nhiên, bạn hãy xét 
hàm dẫn xuất: 

_#(x) =Dzx? + D;x” + D„Ý +...+DựvV. 
Bạn hãy chứng tỏ rằng g(x) thoả mãn phương 
trình bậc hai và từ đó suy ra: 

_ 261014 4zø-10 
"72345 nn 
đốt với n = 3, 4, 5, 6,... 


Hình 6.2. Nguyên tắc cắt đa 
giác n cạnh 


121 


10. Tổng các bình phương 


Hay nhớ lại định nghĩa của kí hiệu Rụu(n) (thí dụ 4.1) kéo dài nó cho 


trường hợp n = 0 với giả thiết rằng Rụ(0) = 1 (một sự kéo dài hợp lí), xét 
hàm dẫn xuất: 


5_R;(n)x" =R,(0)+ R.()x+ R,(2)x? +... 
n=0 
và chứng tỏ rằng: 


5 R,(n)x" =(I+2x+2x!+2xz?+..) 


n=0 


Rsz(n) là gì? Số nghiệm u, v, w, nguyên, dương, âm hay bằng 0 của phương trình: 


Q 
Hˆ+V +W^ˆ=n 


Chuỗi trong vế phải của đẳng thức mà bạn cần chứng mình giữ vai trò gì? 


1+2x+2 +2 2+ =  Ó vẻ = Rứn)x" 
_w=—œ n=0 


Bạn quan niệm vế phải của đẳng thức mà bạn phải chứng mình như thế 


nào? Có thể là: 
kx x* Là x" ` x" 
11. Khái quát kết quả của thí dụ 10. 
12. Hãy nhớ lại định nghĩa của kí hiệu Sun) (thí dụ 4.1) và biểu diễn hàm 
dẫn xuất: 


3:8 xƯIN x 
n=l 


13. Dùng thí dụ 11, hãy chứng mình rằng R›(n) chia hết cho 4, R„(n) chia hết 
cho ö và Ra(n) chia hết cho l6, với n 3 1 (Ta được dùng kết quả này trong 
chương IV, bảng II và THỊ). 


14. Dùng thí dụ 12, chứng mình rằng: 
S;(n) = 0 nếu n không phải là số dạng ầm + 2, 
Sz(n) =0 nếu n không phải là số dạng 8m + 4, 
Sg(n) = 0 nếu n không phải là sế dạng 8m. 


122 


15. 


16. 


117, 


18. 


19. 


Dùng thí dụ 11, chứng mình rằng: 
R..(n) = R/(0)Rj(n) +R/(1)Rj(n — ]) +... + Ru(n)R,(0). 
Chứng mình rằng: 
Ru,(n) = Su(1)S(n-1) +6/2)5/m-2)+ +... + S,(n—l)Rj(1). 
Bạn hãy nêu ra một phương pháp đơn giản để lập bảng HII và IV theo các 
bảng I và II của cùng chương này. 
Giả sử ơy(n) là tổng bậc k của các ước số của n. Chẳng hạn: 
ø(15)=1?+3” +5” + 15” = 3528 
Ø¡(n) = ơ{H) 
1) Hãy chứng tỏ rằng, từ các giả thuyết tìm được trong §4.6 và trong thí dụ 
4.23, suy ra rằng: 
ơ(1)ơ(2u - 1) + ơ(3)ø(2u —3) +... + ø(2u — 1)ơ{Ï) = Øs(w), 
trong đó u là một số lẻ. 
2) Hãy kiểm tra bằng số các trường hợp riêng của hệ thức tìm được trong Ï. 
3) Xác nhận ấy có ảnh hưởng gì đến niêm tin của bạn vào giả thuyết giúp 
bạn đã suy ra hệ thức trên? 
Một công thức truy toán khác 
Ta hãy xét các hàm dẫn xuất: 


G= Ð3 S(m)x",H= 3 S„ứn)x” 


m=l m=l 
Ta đặt: 
S„(4u) = S, 
trong đó u là số lẻ. Khi đó theo các thí dụ 14 và 12: 
G=x+#t tk cuc” +ó, 
5 = 
H= sa  +sx ” + ssx70 +...+ x 


Từ hệ thức sau cùng, sau khi lấy logarit và lấy vi phản, ta suy r4: 


4inG = lnH, 
4G 
G` H' 


lộ 
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GŒ.xH' = 4.xG'.H, 
(x+ Ð -sế: Y nuấ: „ -„-)(4s,xf + 12s;x!? -È 20s;x?° +..)= 


= Á(+x+09x) +25x5 + -)(82 ` + sx!2 + XU +.) 


Sau khi so sánh các hệ số của `, X”, ' xi ở cả hai vế của đẳng thức trên 
và sau khi thực hiện một số phép tính đơn giản, ta tìm được các hệ thức sau: 
0s, =0, 
lJs; —4s,=0, 
2s; —3s; = 0, 


3S; — 5w —12%¡ = 0, 

4so — l3; —1l3; =0, 

291 — 105; =0, 

ỐS}3 — l§¡¡ —9s; —243, = 0, 

7$ s —2803 —ổso —235; = 0, 

ổS;z —3$¡s — 7S} —225s = 0, 

9sro —4s¡; —Ố8¡3 —21s; =0, 

105¿; —58/o —38/; —205o —405sị = 0, 

11S¿) —Ó82¡ —4s_; —1981n —39s; =0. 
Phương trình đầu của hệ này không có nội dung, nó được viết ra đây chỉ để 
làm nổi bật quy luật chung. Tuy nhiên, chúng ta biết rằng sạ = I. Sau khi biết 
s, từ phương trình tiếp sau, ta có sy. Sau khi biết sy, từ phương trình tiếp 
theo, ta có ss, v.v... Bằng phương pháp truy toán, từ hệ phương trình này, ta 
có thể tính bao nhiêu số hạng tuỳ ý, liên tiếp nhau của dãy $ị, $3, 5s... 
Hệ phương trình này có cấu trúc đáng chú ý. Có một phương trình chứa 
một trong những đại lượng sị, $3, 5s,... hai phương trình chứa hai trong các 
đại lượng ấy, ba phương trình chứa ba trong các đại lượng ấy v.v... Trong 
mỗi cột, khi ta chuyển từ dòng này sang dòng khác thì các hệ số tăng lên 1, 
còn các chỉ số tăng lên 2. Chỉ số đầu tiên trong mỗi cột bằng l còn hệ số 
bằng hệ số đầu tiên của dòng này nhân với —4. 


Ta có thể kết thúc toàn bộ hệ thống này vào một phương trình (vào công 
thức truy toớn). Tìm công thức đó. 


20. 


21. 


22. 


23. 
24. 


Định luật kì lạ nhất khác về các số, thuộc về Tổng các ước số của chúng 
Nếu giả thuyết ở §4.6 vẫn còn hiệu lực, thì: 
Sa„_¡ =Š4[4(2n — 1)] = ơ(2n — 1) | 
và như vậy, thí dụ 19 sẽ có công thức truy toán liên kết các số hạng của 
dãy ơ(1), ơ(3), ơ(5), ơ(7).... mà về nhiều phương diện, hết sức giống công 
thức Euler. 
Bạn hãy viết và kiểm tra tỉ mỉ bằng số những trường hợp đầu tiên đối với 
công thức truy toán kể trên. 
Đối với ta, giữa công thức truy toán của Euler đối với ơ(n) (§2) và công 
thức truy toán trên đối với ơ(2n-l) (thí dụ 20) chỉ giống nhau ở tính chất 
gợi mở. : 
Đối với Ia, công thức truy toán sau là một giả thuyết. Ta đã suy ra giả 
thuyết này giống như Euler đã suy ra giả thuyết của mình từ các giả thuyết 
khác "bằng phép lấy vi phân và một mưu mẹo khác”. 
Bạn hãy chứng tỏ rằng, công thức đối với ơ(2n-l) ở thí dụ 2U tương đương 
với đẳng thức: 
S„l4(2n-1)] = ø(2n-]) 

mà ta suy ra ở §4.6, tức là một trong hai xác nhận này đúng thì xác nhận 
kia nhất thiết cũng đúng. 
Khái quát hoá thí dụ 12. 
Hãy tìm ra một phương pháp để tính Rs(n) không phụ thuộc vào R„(n). 
Euler đã bỏ qua một phát minh như thế nào? 
Phương pháp được mình hoạ bằng các thí dụ 19 và 23 và nớ phát biểu 
dưới dạng tổng quát trong thí dụ 22 là công thúc của Euler. Nghĩ ra 
phương pháp này, Euler nhằm mục đích giải bài toán về bốn bình phương 
và một số bài toán liên quan với nó. Thực tế, ông đã áp dụng phương pháp 
của mình vào bài toán về bốn bình phương và nghiên cứu bằng quy nạp số 
cách biểu diễn, nhưng ông đã không khám phá ra một định luật nổi tiếng 
chỉ phối Ru(n) mà xét cho cùng, không đến nỗi khó khám phá ra bằng quy 
nạp như vậy (các thí dụ 4.10 - 4.15). Điêu đó xảy ra như thế nào? 
Khi nghiên cứu phương trình: 

n=x +y? +x +wF 
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ta có thể chọn những quan điểm khác nhau, đặc biệt là những quan điển 
sau đây: 

1) Ta có thể giả định x, y, z, w chỶ có giá trị nguyên không âm. 

2) Ta có thể giả định x, y, z, w có tất cả những giá trị dương, âm và 0. 
Quan điểm thứ hai có thể ít hiển nhiên hơn nhưng dẫn tới R„(n) và tới mối liên 
hệ đáng chú ý giữa R„(n) và các ước số của n. Quan điểm thứ nhất hiển nhiên 
hơn, nhưng số nghiệm hình như không có một tính chất đơn giản đặc sắc nào. 
Euler đã chọn quan điểm thứ nhất chứ không chọn quan điểm thứ hai; ông áp 
dụng phương pháp của mình đã được giải thích ở thí dụ 22 vào biểu thức: 


9 4 


(i +x+x +x +...) 


mà không áp dụng vào biểu thức: 

(l+2x+23”+2x”+..ƒ 
và như vậy đã bỏ qua một phát mình vĩ đại. So sánh hai phương hướng 
nghiên cứu mà ban đầu tưởng chừng như giống nhau ấy cũng rất có ích. 
Nhưng một trong hai phương hướng đã đem lại kết quả kì điệu, còn phương 
hướng kia thì hầu như vô hiệu. 
Các tính chất của Ru(n), S„(n), Rạ(n) và Sa(n) đã được nghiên cứu trong 
chương IV (các thí dụ 4.10 - 4.15, Š4.3 - §4.6, các thí dụ 4.TIŠ - 4.23) và 
được Jacobi khám phá ra không phải bằng quy nạp mà như là những hệ 
quả ngẫu nhiên của công trình nghiên cứu của ông về các hàm eliptic. Từ 
đó, người ta đã tìm ra được nhiều cách chứng mình các định lí này nhưng 
không một chứng mình đã biết nào là hoàn toàn sơ cấp và trực tiếp. 
Khái quát hoá định lí của Euler về ơ(n) 


Đối với số k đã cho, hãy đặt: 


TTa-z* ¬¬y., 
n=l n=l 


và chứng tỏ rằng, đối với n = lI, 2, 3,... 
œ 


Ơ{(") = . —m)+ 


Im=Ì 


nay 


Trường hợp riêng nào là định lí Euler ở §22 


( 'hương VI 


QUY NẠP TOÁN HỌC 


1. Giai đoạn quy nạp 
Ta lại bắt đầu bằng một thí dụ. 
Tìm tổng của z số nguyên đầu tiên thì hoàn toàn không khó. Ta sẽ coi như 
đã biết công thức: 
VN}. ue 825 
mà người ta có thể tìm và chứng minh bằng nhiều cách. Tìm công thức tính 
tổng của n bình phương đầu tiên: 


L44459+ 16+... ưt 


thì khó hơn. Tính tổng này khi z nhỏ không khó, nhưng phát hiện ra quy tắc thì 
không dễ. Tuy vậy; hãy cố phát hiện ra một tính chất song trùng nào đó giữa 
hai tổng sau đây và xét chúng đồng thời: 
H l 2 Kỹ 4 3 óc 
3 6 10 15 Z1. 
l0 tua | 8Ð 1Á 30 55 Bí, 


Hai dòng cuối quan hệ với nhau ra sao? Ta thử nghiên cứu tỉ số của chúng: 


l+2+...+n | 


no L 3 3 ả 3 6. 
+22 +..+n. š 7 „  E 
l5 +#*„®n Š 3 z 3 


Ở đây, quy tắc đã hiển nhiên, và nếu ta viết các tỉ số dòng thứ hai như sau: 
3 5 7 9 11 13 

ŸŠ š 3 3# 3 3 

thì quy tắc đó hầu như đã quá 1õ. Chẳng lẽ chúng ta có thể dừng ở đó và không 
phát biểu giả thuyết rằng: 


+22+..+nh —2n+] 


l+2+...+1n 3 


Sử dụng giá trị của mẫu số ở vế trái, mà ta coi như đã biết, ta có thể phát 
biểu giả thuyết trên dưới dạng: 
2 _ n(n+])(2n+]) 
XHNGG tua 
Giả thuyết đó có đúng không? Nghĩa là nó có luôn luôn đúng không? Rõ 
ràng công thức đúng trong các trường hợp riêng n = I, 2, 3, 4, 5, 6. Nó có còn 
đúng khi n = 7 không? Giả thuyết đưa ta đến dự đoán rằng: 


1+4+9+16+25 +36 +49 = —^T” 


1+2 44? ăn 


và quả thực là cả hai vế đều bằng 140. 

Cố nhiên, ta có thể chuyển sang trường hợp øn = 8 và thử lại, nhưng trường 
hợp này cũng không hấp dẫn ta lắm nữa. Bằng cách này hay cách khác, ta đã có 
khuynh hướng tin rằng công thức vẫn đúng cả trong trường hợp sau, và, như 
vậy, sự xác nhận đó làm tăng niềm tin của ta, nhưng tăng ít, ít đến mức ta cho 
rằng bỏ thời giờ để tính toán chưa chắc đã bõ công. Làm thế nào để có thể 
kiểm nghiệm giả thuyết của ta một cách có hiệu quả hơn? 

Nếu giả thuyết đúng với mọi øò thì có lẽ nó phải không phụ thuộc vào sự 
biến đổi của các trường hợp, nó phải được bảo tồn khi chuyển từ trường hợp 
này sang trường hợp khác. Giả sử: 

_ hữn +1)(2n+ D 
6 

Nhưng, nếu công thức đó đúng đối với mọi ø, thì nó cũng phải đúng đối với 

số tiếp theo n, ta phải có: 


l+4+...+n 


(n+1)(w+2)(2n+ 3). 
6 

Đó chính là khả năng kiểm tra lại giả thuyết một cách nghiêm túc: lấy các 
vế dòng dưới trừ đi các vế dòng trên, ta được: 
(n+1)(n+2)(2n+3) m(n+l)(2n+]) 
S1 TK uy: 

Liệu hệ quả này, suy từ giả thuyết của ta có đúng không? Biến đổi một chút 
vế phải, ta được: 


l+4+.. + +(+Lˆ= 


(n+UÊ= 


+ Í lfx+2J2n+3)—n(2n+D] 


“bự +3n+4n+6—2n? —nỈ = 


= “— {6n+6)]= (+1)?. 
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Hệ quả đang xét rõ ràng là đúng, giả thuyết đã được kiểm nghiệm một cách 
nghiêm túc. 


2, Giai đoạn chứng mỉnh 

Sự xác nhận một hệ quả nào đó làm tăng niềm tin của ta vào giả thuyết, 
nhưng sự xác nhận của hệ quả vừa xét còn có tác dụng lớn hơn: nó có thể 
chứng minh giả thuyết. Chỉ cần thay đổi chút ít quan điểm và sắp xếp lại các 
nhận xét của ta. 

Giả sử rằng: 
› _ n(n+])(2n+]) 

_ 6 


1+3°32%+.. +” 


là đúng. 


Hiển nhiên rằng: 


(+ D2 < ŒtĐẲt‡2)Qn+3) _ nữ + )@n+Ð 
= =: \ 
là đúng. 
Vậy: 
1+22+...+nˆ+(m#+ DÝ= ¬_ 


(ta đã cộng từng vế hai đẳng thức trên). Điều đó có nghĩa là: Nếu giả thuyết 
của ta đúng đối với một số nguyên ø nào đó, thì nó nhất thiết còn đúng đối với 
số nguyên tiếp theo ø + ]. 

Nhưng ta biết rằng giả thuyết đúng với n = l, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Đúng đối với 
7, nó cũng phải đúng với số 8 tiếp theo; đúng đối với 8, nó cũng phải đúng đối 
với 9; vì nó đúng với 9, nó cũng phải đúng với 10, và nghĩa là cả với I1, v.v... 
Giả thuyết đúng đối với tất cả các số nguyên; ta đã chứng minh giả thuyết dưới 
dạng hoàn toàn tổng quát. 


3. Nghiên cứu các bước đã qua 


. Có thể đơn giản đi đôi chút sự suy luận sau cùng của đoạn trên. Về giả 
thuyết chỉ cần biết hai điều: 
Nó đúng đối với n = Ï. 


Nếu nó đúng đối với n thì cũng đúng cả đối với n + l. 
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Khi đó, giả thuyết đúng đối với tất cả các số nguyên: nó đúng với 1, vậy 
cũng đúng với 2; đúng.với 2, vậy cũng đúng với 3, v.v... 


Ở đây, ta có một biện pháp chứng minh vô cùng quan trọng. Ta có thể gọi 
nó là "sự chuyển từ ø sang ø + 1", nhưng người ta thường gọi nó là "quy nạp 
toán học”. Từ thông thường này là một tên gọi rất không đạt của một phương 
pháp chứng minh, vì quy nạp (theo nghĩa mà từ này thường hay được dùng) chỉ 
cho một kết luận có lí mà không phải một kết luận đã được chứng minh. 

Quy nạp toán học có quan hệ chút nào với quy nạp không? Có, và ta xét nó 
ở đây vì lí do đó, chứ không phải chỉ vì cái tên gọi của nó. 

Trong thí dụ ta đã nêu, sự suy luận chứng minh của $2 hoàn thành một 
cách tự nhiên sự suy luận quy nạp của §1 và đó là một suy luận điển hình. Phép 
chứng minh ở §3 đóng vai trò là "sự bổ sung toán học cho quy nạp" và nếu ta 
dùng các từ "quy nạp toán học" theo nghĩa đó coi như nói tắt, thì từ này xét đến 
cùng có thể hoàn toàn thích hợp. (Vì vậy, ta sẽ dùng các từ đó theo nghĩa này 
mà không thoát li thuật ngữ toán học đã quy định). Quy nạp toán học thường 
xuất hiện như bước kết thúc hay giai doạn cuối cùng của sự nghiên cứu quy 
nạp, và trong giai đoạn cuối này, người ta thường dùng những ý kiến có tính 
chất gợi ý, nảy ra trong các giai đoạn trên. .. : 

Khi nghiên cứu giả thuyết, ta xét các trường hợp khác nhau mà giả thuyết 
cần áp dụng. Ta muốn biết quan hệ do giả thuyết xác định có vững chắc không, 
nghĩa là có phụ thuộc vào sự biến đổi của các trường hợp không, có bị sự biến 
đổi đó phá huỷ không. Như vậy, đương nhiên là chú ý tới sự chuyển từ một 
trường hợp này sang trường hợp khác. Newton đã nói: "Ta có thể hiểu được dễ 
dàng rằng, do các lực hướng tâm, các hành tinh có thể đứng vững trên những 
quỹ đạo nào đó nếu ta nghiên cứu sự chuyển động của các vật thể bị ném đi”; 
và sau đó ông hình dung một hòn đá mà người ta ném với vận tốc ban đầu ngày 
càng lớn cho tới khi quỹ đạo của nó vòng quanh Trái Đất như quỹ đạo Mặt 
Trăng; xem thí dụ 2.18 (4). Như vậy, Newton hình dung rõ ràng sự chuyển liên 
tục từ chuyển động của vật thể bị ném sang chuyển động của hành tinh. Ông 
nghiên cứu sự chuyển giữa hai trường hợp mà định luật vạn vật hấp dẫn, một 
định luật ông đang cố gắng chứng minh, cần được áp dụng như nhau. Bất kì 
người nào, khi dùng quy nạp toán học để chứng minh một định lí sơ cấp nào 
đó, về mặt này cũng làm giống như Newton; người ấy nghiên cứu sự chuyển từ 
n đến z¡ + 1, sự chuyển giữa hai trường hợp mà định lí đang được chứng minh 
cần áp dụng như nhau. 
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4. Kĩ thuật vận dụng quy nạp toán học 


Để có thể trở thành nhà toán học giỏi hay người đánh bài cừ, hoặc một 
chuyên gia xuất sắc trong mọi lĩnh vực, các bạn cần biết dự đoán tài. Để có thể 
dự đoán tài, tôi cho rằng trước tiên, các bạn cần có những năng khiếu tự nhiên. 
Tuy vậy, có năng khiếu tự nhiên chưa đủ. Các bạn cần nghiên cứu các dự đoán 
của mình, so sánh chúng với các sự kiện, đổi dạng của chúng đi, nếu cần, và 
như vậy sẽ có kinh nghiệm phong phú (và sâu sắc) về các dự đoán sai và các dự 
đoán đúng. Với kinh nghiệm đó trong tiềm thức, các bạn sẽ có thể phán đoán 
một cách có cơ sở hơn xem các dự đoán nào có thể đúng và dự đoán nào sai. 

Quy nạp toán học là phương pháp chứng minh, phương pháp này thường có 
ích để khẳng định các mệnh đề toán học mà ta đi tới nhờ một quá trình quy nạp 
nào đó. Vì vậy, nếu ta muốn có kinh nghiệm trong việc nghiên cứu toán học 
theo quy nạp thì nên làm quen với kĩ thuật vận dụng quy nạp toán học. 

Đoạn này cùng với các thí dụ và các lời chú thích sau đây có thể giúp phần 
nào nắm vững Kĩ thuật đó. 

1) Giai đoạn quy nạp. Ta sẽ bắt đầu bằng thí dụ, rất giống thí dụ ở §1 và 
§2. Ta muốn biểu diễn dưới dạng ngắn gọn hơn tổng sau đây, có quan hệ với n 
bình phương đầu tiên: 

JAN | 1 l | 


—+—+..+ = + +— +...+ 


13 15 7” 4n -1 41-1 42?—-1 43-1 ” 4n —1 

Ta tính tổng đó đối với vài trường hợp đầu và lập bảng ghi các kết quả: 
n = l 2 3 4 
1 1 1 1 2 3 4 
-+—+.-.' ST. .s x x â 
3- l5 4nˆ —] 3 5 7 9 

Một dự đoán hiển nhiên nảy ra là: 

E. 1 | 1 n 


—=+—+—_+..+ = 
3 lã 35 4n?—1  2n+] 

Dựa vào kinh nghiệm mà ta tích luỹ được khi giải bài toán trước tương tự, 
ta kiểm nghiệm ngay giả thuyết đó với hiệu quả càng lớn càng hay: ta thử 
chuyển từ z sang ø + 1. Nếu giả thuyết của ta luôn luôn đúng thì nó phải đúng 
cả đối với ø cũng như ứò + 1. 


ñ 1.1 1, n 
—+—+—+..†+——_— = 

8 15 35 4n” —l 2n+l 
f1 1 | n+] 


TT TT : 
T1” ni ANGjỆCI 2+8 
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Trừ đi, ta được: 
] n+] n 


4n+1—1 2n+3  2n+1` 


Hệ quả rút ra từ giả thuyết trên có đúng không? Ta hãy biến đổi hai vế, cố 

làm cho vế nọ gần vế kia hơn: 
1 _2nˆ+3n+1—2n?—3n 
(Œn+?)° =1 (2n+3)(2n+1) 

Sự biến đổi đại số đơn giản chứng tỏ rằng hai vế của đẳng thức này quả 
thực đồng nhất với nhau. Hệ quả nói trên hiển nhiên là đúng. 

2) Giai đoạn chứng mình. Bây giờ, ta hãy sắp xếp lại các nhận xét của ta 
như trong thí dụ trên, §2. 


_n l1 1 1 H 
GIả sử: PT 1n xin : 
3 15 4nˆ —] 2n+] 


Hiển nhiên là: 


1 __ #+l -.. 
4n+1?-1 2n+3  2n+1` 
_ N6 6... 


ñ. Tã 4nh—1 4(n+l)”—1L  2n+3` 

Giả thuyết, nếu ta công nhận là nó đúng với n, thì cũng đúng cả với ø + l. 
Vì đúng với n = I, nó đúng với mọi :. 

3) Ngắn gọn hơn. Khi giải bài toán, ta có thể tốn ít thời gian hơn một chút 
trong giai đoạn quy nạp. Khi nêu giả thuyết, ta đã hơi cảm thấy rằng có thể 
chứng minh được bằng quy nạp toán học. Sau đó, không cần thử lại, ta cố áp 
dụng trực tiếp phép quy nạp toán học như sau: 


ss: <xø.„ dỈ 2=. (Í| ¬ H 
Giả ÚC vu ==n== § 
3 15 4n“ —] 2n+] 


Ï_1 1 1 H 1 
+..+————+—————=—+——- 

3 15 4n—1 4(n+l)”—l 2n+l 4(n+l)2—I1 
_—: —. 1 _ H(2n+3)+l _ 2n” +3n+] 
2n+l  (2n+2)2—I . (2n+1)(2n+3) ˆ (2n+(2n+3) ˆ 
_ (2n+l(n+l) _ n+]. 
(2n+1)(2n+3) _ 2n+3` 
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Như vậy, ta đã suy ra cho ø + 1 một hệ thức mà ta thừa nhận đối với n. Đó 
chính là điều cần làm và như vậy, ta đã chứng minh giả thuyết. 

Trong cách giải này, ít có sự trùng lặp hơn, nhưng ngược lại nó cũng phần 
nào kém tự nhiên hơn cách trình bày ở (1) và (2). 

4) Còn ngắn hơn nữa. Hầu như ta có thể thấy ngay cách giải nếu ta chấu 
xét rằng: 


.... ] 
4n?—1 (2n-l(2n+l) 2(2n—1 2n+l 
(nếu ta biết khai triển một hàm số hữu tỉ thành phân số sơ cấp thì đương 
nhiên ta sẽ đi tới công thức đó). Giả sử ø = l, 2, 3,..., n và cộng lại ta được: 
HỆ 1 1 l 
——+———+—-r..+———= 
4-1 16-1 36-l 4n” —1 
"Ì 1 1 1 


—+—+..+———— 

LÝ Số Bố (2n—1(2n +1) 
P01 <ssuonl 
-—=-|+|—-—-|+|=-~l|+..+ — 

1L 3J \Ã Š5j L§ 2 2n—-1 2n+l 


=s|i _S_1 | s.. 
2| 2n+l] 2n+L 

Điều mà bây giờ đã xảy ra thì cũng thường xảy ra. Một định lí được chứng 
minh bằng quy nạp toán học, thường có thể chứng minh gọn hơn bằng một 
phương pháp khác nào đó. Nghiên cứu kĩ lưỡng cách chứng minh bằng quy nạp 
toán học cũng có thể tìm ra cách chứng minh ngắn gọn đó. 


5) Thí dụ khác. Ta xét hai số a và b, thoả mãn: 
| 0<azxl, 0<ö<l. 
Khi đó, rõ ràng là: 
(1—a)(1—b)=I-a—b+ab>l—-a—b. 

Sự khái quát hoá tự nhiên làm ta cảm thấy rằng khẳng định sau đây là 
đúng: Nếu ø > 2 và 0 < ai < 1,0 < ø; < 1,..., 0 < a„ < 1, thì: 

(1— đi) (Í — ¿})... (Ì — a„) > Ì — ai — đ¿ —... — đạ. 

Ta hãy chứng minh điều đó bằng quy nạp toán học. Ta đã thấy rằng bất 
đẳng thức đúng trong trường hợp thứ nhất, trong đó, nó được áp dụng như đã 
khẳng định ở trên, tức là trường hợp n = 2. Do đó, nếu cho rằng nó đúng với +, 
trong ø > 2, ta phải kết luận rằng nó đúng với z + Ì. 
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Giả sử: (L— at)... (Ï— aạ) > 1 — ai —... — đạ. 


và ta biết rằng 0 < a„„¡ < 1. 


Vậy: (1— an)... (— đa) (Ì — đz¿t) > (1 — đi —... — đ„) (1— đạ+4) = 
= Ì — đụ = s=dụ “mi — (By +. +0 ga > L— gi = “=#_,= đai 

Ta đã kết luận đối với n + 1 điều mà ta đã giả thiết đúng đối với n, chứng 
minh như vậy là xong. 

Ta chú ý rằng, quy nạp toán học có thể dùng để chứng minh các mệnh đề, 
áp dụng không phải tuyệt đối cho toàn bộ các số tự nhiên mà cho tất cả các số 
tự nhiên, bắt đầu từ một số nào đó. Thí dụ định lí vừa chứng minh áp dụng đối 
với n 3 2. : 


6) n là gì? Bây giờ ta hãy xét một định lí về hình học phẳng. Wế đa giác Q 
chứa đa giác lôi P thì chu vi của P nhỏ hơn chu vi của Q. 

Diện tích của đa giác bên trong P nhỏ hơn 
diện tích đa giác bên ngoài Q. Điều đó đã hiển 

nhiên. Nhưng định lí vừa phát biểu thì hoàn 
toàn không hiển nhiên là như vậy. Nếu không 
hạn chế ở chỗ P là đa giác lồi thì định lí đã 
không đúng rồi. 

Hình 7.1 chỉ rõ cái ý chính của phép chứng 
minh. Ta cắt từ đa giác bên ngoài Q một mẩu 
có gạch chéo; còn lại đa giác mới Q', đa giác 
này là bộ phận của Q và có hai tính chất. Hình 7,1. Từ n tới n + 1 


Thứ nhất, Q' còn chứa đa giác lồi P, đa giác này vì lồi nên hoàn toàn nằm ở 
một phía của đường thẳng A'P', mà ta có được bằng cách kéo dài cạnh AB của 
đa giác P. 

Thứ hai, chu vi của Q' ngắn hơn chu vi của Q. Thực tế, chu vi của Q' khác 
với chu vi của Q ở chỗ chu vi thứ nhất chứa một đoạn thẳng nối các điểm A' và 
B, còn chu vi thứ hai thì lại chứa đường gấp khúc qua các điểm này (trên cạnh 
của mẩu gạch chéo). Nhưng đoạn thẳng là khoảng cách ngắn nhất giữa hai 
điểm A' và B'. 

Ta chuyển từ Q sang Q' cũng như ta có thể chuyển từ Q' sang một đa giác 
khác Q”. Như vậy, ta được một dãy đa giác Q, Q', Q",... Mỗi đa giác lại nằm 
trong đa giác trước và có chu vi ngắn hơn, còn đa giác cuối cùng của dãy đó là 
P. Vậy, chu vi của P ngắn hơn chu vi của Q. 
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Ta cần xác định bản chất của phép chứng minh trên; thực tế, nó là chứng 


minh bằng quy nạp toán học. Nhưng zø là gì? Quy nạp thực hiện đối với đại 
lượng nào? 


Đó là một vấn đề khó. Quy nạp toán học áp dụng vào các lĩnh vực khác 


nhau, và đôi khi vào các vấn đề rất khó và rắc rối. Trong khi cố gắng tìm phép 
chứng minh mà ta chưa phát hiện ra, có thể gặp một 

vấn để có tính chất quyết định: cái gì đóng vai trò Q 

của ø#? Ta cần tiến hành quy nạp toán học đối với đại 

lượng nào? 


Trong chứng minh trên, chọn số cạnh của đa giác 


lồi bên trong nhưng hoàn toàn không thuộc về chu vi 


của đa giác bên ngoài làm zø là hợp lí. Hình 7.2 minh 


hoạ trường hợp øò = 1. Tôi đề nghị bạn đọc nêu rõ cái - 
gì nên gọi là z ở hình 7.I. Hình 7.2. Trường hợp n = 1 


tà 


CÁC THÍ DỤ VÀ GIẢI THÍCH VỀ CHƯƠNG VI 


Hay nhận xét rằng: 
I=l 
lI—4=-(1+2) 
I-4+9=1I+2+3 
I—4+9-l6=-(l+2+3+4) 

Dự đoán xem các thí dụ đó dẫn tới quy luật tổng quát nào, biểu diễn quy 
luật đó bằng các kí hiệu toán học thích hợp và chứng mình. 
Chứng minh về các công thức biểu diễn L„, S„ và S„ dưới dạng tường 


mình, chự đoán về các công thức đó ta nêu ở các thí dụ 3.13, 3.14 và 3.20 
(thí dụ 3.11, 3.12). 
Tìm biểu thức cho: 
T429+534..+ ` 
và chứng mình nó bằng quy nạp toán học. Thí dụ 14. 


Tìm biểu thức cho: 


'-3-tf8H(-3) 


biết rằng nó đúng với n >2 và chứng mình nó bằng quy nạp toán học. 
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Tìm biểu thức cho: 


0-0-?-$)(=z$m) 


biết rằng nó đúng với n 3 l và chứng mình nó bằng quy nạp toán học. 
Tổng quát hoá hệ thức: 

# l 4x gx" =- 16x!6 
2 1+xU6 l+x lI-x 1x 
và chứng minh bằng quy nạp toán học hệ thức tổng quát đó. 


+ 
l+xz 1+x 


Ta xét một phép toán mà nội dung là sự chuyển từ dấy 

đi, đ2, đ3,..., ứn,... 
sang dãy 21231 Ông: 
với số hạng tổng quát SŠ„ = qị + đ; + đj +... + đụ. 
Ta gọi phép toán đó (sự thành lập dãy Sị, Sạ, Š3,..., S„,...) là phép cộng dãy 
aạ, dạ, đ;,... Trong cách gọi này, ta có thể biểu diễn sự kiện đã nêu (trong 
thí dụ 1.3) như sau: 
Bạn có thể từ dãy tất cả các số tự nhiên 1, 2, 3, 4,... chuyển sang dãy các 
bình phương 1, 4, 8, ló... bằng hai bước: (1) vứt bỏ mỗi số hạng thứ hai; 
(2) cộng dãy số còn lại. Thật vậy, hấy nhìn vào bảng: 


[1[2]3]2|5|6[7 Jäs[s |io|liill2ll3]..| 
ETREBOINHMEMESmIaImETE. 
1| J+| |$[ [1ð] |2Z| |3 || 


Chứng mình điều khẳng định đó bằng quy nạp toán học. 


(tiếp theo). Bạn có thể từ dãy tất cả các số tự nhiên 1, 2, 3, 4... chuyển sang 
đấy các luỹ thừa bậc ba 1, 8, 27, 64... bằng 4 bước: (1) vứt bỏ mỗi số hạng 
thứ ba, (2) cộng đấy còn lại, (3) vứt bỏ mỗi số hạng thứ hai, (4) cộng dấy 


còn lại. Sau khi nghiên cứu bảng: 


_1|2J2]2|5|6|7|3]|9|tro|itli2l l2]... 
[112] |2|5| |7|5| |oln| |1] 
1|3J |7|12| |19|2| |27|4| |61]-- 
lị | J7} |} |ị | |}27| | |6] 
1Ì | J3] | 127 | }4j | |12|~-| 


chứng minh điều đó bằng quy nạp toán học. 


9, 


19. 


11. 


(tiếp theo). Bạn có thể chuyển từ dãy tất cả các số tự nhiên 1, 2, 3, 4... sang 
k= các TP thừa bậc bốn 1, 16, 81, 256... bằng 6 bước như đã làm trong bảng: 


Các sự kiện đó nói lên cái gì? 


1-5” |J=-4 
1—5 +10 =6 
HE? 77T: 
1—5#10=lÙ+s  |=ì | 
I—5+10—10+5— 1 


Chú ý rằng: 


ta rút ra kết luận tổng quát: 


(a](J*laJ"la)*-+(2)zc»(c ] 


đối với 0 < k<n,n= 1,2,3... 

Khi chứng mình kết luận đó bằng quy nạp toán học, bạn thích chuyển từ n 
sang n + Ì hay từ k sang k + 1? 

Trong cuộc thì đấu bóng vợt có 2n người dự. Trong vòng đầu của cuộc thi 
mỗi người dự chơi đúng một lần, thành thử có tất cả n cuộc thì, trong môi 
cuộc thi đó có hai người thi. Chứng mình rằng ở vòng đầu có thể thành lập: 

13:5.7.. Cần — ) 
cặp bằng các phương pháp khác nhau. 


12. Chứng minh nhiều hơn đôi khi lại dễ hơn. Cho: 


1 
——= ƒq() 
l—x 
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và xác định dấy f,(x), ƒ,(x), 2(x).... bằng điều kiện sau: 


#„() 
đhai (x) 22555 
với n =0, 1, 2, 3,... (Định nghĩa đó là định nghĩa truy toán: muốn tìm tt, 
ta cần trở lại ƒ,). Chú ý rằng: 
x+z? x+4xz?+x` 
⁄@G)= —————. 


= an 2e x)= (1—x a0 x)= (I—x)! 


chứng minh bằng quy nạp toán học rằng với n > 1, tử thức của ƒ„(x) là đa 
thức mà số hạng rự do bằng 0, còn các hệ số khác là các số tự nhiên. 
13. (riếp theo). Từn bằng quy nạp và chứng minh bằng quy nạp toán học các 


tính chất khác của hàm số ƒ„(x). 


14. Hãy làm cho định lí của bạn được cân bằng! Mệnh đề điển hình A, có thể 
chứng mình bằng quy nạp toán học, gồm có vô số trường hợp Ai, Àa, Á¿,..., 
Aạ... Trường hợp A, thường là dễ nhất; dù thế nào chăng nữa A¡ cũng phải 
được kiểm nghiệm qua các phương tiện xác định. Khi đã xác lập A, ta cần, 
giả thiết A, chứng mình A,.¡. Mệnh đề A', mạnh hơn A, đôi khi dễ chứng 
mình hơn At”), Thực tế, giả sử A' gồm các trường hợp A'), : 
Chuyển từ A sang A', ta làm cho phép chứng mình có thêm sức "xẻ x: đng 
lễ chứng mình A„,.¡, ta phải chứng minh A',¿y mạnh hơn. Tuy vậy, ta cũng 
xây dựng một chỗ dựa để chứng minh mệnh đề vững chắc hơn: đáng lẽ sử 
dụng A„, ta có thể sử dụng A?„ mà nội dung phong phú hơn. Điều đó được 
mình hoạ khi giải thí dụ 12. Tuy vậy, ta sẽ làm lời giải đó trở thành công 
kênh một cách vô ích nếu đưa thêm vào tài liệu đã xét ở thí dụ 13, nhờ các 
nhận xét bổ sung, ta đi đến cách giải cũng như đi đến hệ quả tiện lợi hơn. 
Nói chung, khi tìm cách chứng mình bằng quy nạp toán học, bạn có thể 
không thành công do hai nguyên nhân trái ngược. Bạn có thể không chứng 
mình được vì bạn tìm cách chứng mình quá nhiều: mệnh đề A,„¡ của bạn 
có nội dung nặng quá. Bạn có thể không chứng mình được là vì bạn tìm 
cách chứng mình quá ít: mệnh đề A„ của bạn là chỗ tựa quá yếu. Bạn cần 
cân bằng sự xác nhận của định lí của bạn sao cho điểm tựa vừa đủ cho sức 


(*) Đó là "Nghịch lí của người phát minh". Xem "Giải một bài toán như thế nào?" NXB Giáo 
dục 2008 (ND). 
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15. 


16. 


17 


18. 


nặng của nội dung. Và, như vậy, cơ chế chứng mình đưa bạn đến gân quan 
điểm cân bằng hơn, thích ứng hơn đối với các sự kiện đó. Điều đó có thể 
coi là điển hình về vai trò của chứng mình trong việc xây dựng khoa học. 
Viễn cảnh - Các bài toán phức tạp hơn trong lĩnh vực khó khăn hơn đòi hỏi 
kĩ thuật quy nạp toán học rắc rối hơn và dẫn đến những biến dạng khác 
nhau của phương pháp chứng minh quan trọng này. Lí thuyết nhóm cho ta 
một số thí dụ đặc sắc nhất. "Quy nạp toán học ngược” hay "kết luận từ n 
đến n — 1" là một phương pháp rất hay. 


Cho biết Q¡ = 1 và: 


-: n}(n + 1)!(n + 2)!...(2n — 1)! 
Gu-IC, = 2n(n=)) ` 011121... — DI 


với n = 2, 3,... Tìm biểu thức tổng quát cho Q„ và chứng mình rằng biểu 
thức đó đúng. 


Phải chăng là mọi số n đêu bằng nhau? Có lẽ bạn nói “Không”. Dù sao ta 
có thể cố dùng quy nạp toán học chứng mình điều ngược lại. Nhưng chứng 
mình mệnh đề "màu mắt của bất kì n cô gái nào cũng giống nhau” thì hấp 
dẫn hơn. 

Với n = 1, sự xác nhận đó hiển nhiên là đúng (hay “không có nội dung”). 
Chỉ còn chuyển từ n sang n + 1. Để cho cụ thể, tôi chuyển từ 3 sang 4, còn 
dành cho các bạn trường hợp tổng quát. Cho phép tôi giới thiệu với bạn 4 
cô gái: A, B, C, D. Ta giả thiết (n = 3) rằng mắt của các cô A, B và C cùng 
màu. Đúng như vậy, theo giả thiết, thì mắt của các B, C và D cũng cùng 
màu (n = 3). Vậy, mắt của tất cả bốn cô A, B, C và D đều phải cùng màu, 
để cho thật rõ ràng, có thể nhìn qua vào sơ đồ: 


*~“ 
A,B,C,D 
K——— 


Điều đó chứng minh sự xác nhận đối với n + l = 4, và sự chuyển từ 4 sang 
3 chẳng hạn hiển nhiên là không khó khăn hơn. 

Bạn hãy giải thích điều ngược đời đó. Bạn có thể dùng thực nghiệm bằng 
cách quan sát mắt của vài cô. 

Nếu coi các đường thẳng song song như là gặp nhau (ở vô cực) thì mệnh đề 
“Mọi n đường thẳng nào trên mặt phẳng cũng có điểm chung" đúng với n = l 
("không có nội dung") và với n = 2 (nhờ cách diễn giải của ta). Hãy dùng 
quy nạp toán học để xây dựng một chứng mình (nghịch lí). 


15 


( 'hương l4 


CỰC ĐẠI VÀ CỰC TIỂU 


1. Các lược đồ 


Các bài toán liên quan tới các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất hay các bài toán 
về cực đại và cực tiểu, thưa bạn, hấp dẫn hơn là các bài toán toán học khác 
cũng khó như vậy và điều đó có lẽ có những nguyên nhân hoàn toàn đơn giản. 
Mỗi người chúng ta đều có các bài toán riêng của mình. Ta có thể nhận thấy 
rằng các bài toán đó thường là các loại bài toán về cực đại hay cực tiểu. Ta 
muốn có được một đồ vật xác định với giá càng rẻ càng tốt hay muốn có được 
một đồ vật xác định với một sự cố gắng xác định; muốn có một công lớn nhất 
thực hiện trong một thời gian đã cho và, cố nhiên, ta muốn mạo hiểm càng ít 
càng hay. Tôi nghĩ rằng các bài toán toán học về cực đại và cực tiểu có sự hấp 
hẫn vì chúng lí tưởng hoá các bài toán hằng ngày của ta. 


Chúng ta còn hay tưởng tượng rằng Tự nhiên hành động cũng như ta muốn 
hành động để có một hiệu quả cao nhất với sự cố gắng ít nhất. Các nhà vật lí có 
thể làm cho các quan niệm loại đó có một hình thức rõ ràng và có ích, họ mô tả 
một vài hiện tượng vật lí trong các từ "các nguyên tắc cực tiểu". Về thực chất, 
Euler đã phát triển nguyên tắc động lực đầu tiên loại này (" nguyên tắc tác dụng 
nhỏ nhất" thường được gọi là nguyên tắc Mopertius). Các bài toán cực đại và 
cực tiểu, trong thời Euler đã hấp dẫn nhiều nhà bác học. 


Trong chương sau sẽ nghiên cứu vài bài toán về cực đại và cực tiểu trong 
vật lí sơ cấp. Chương này chuẩn bị cho chương sau. 

Phép tính vi phân cho ta một phương pháp tổng quát để giải các bài toán về 
cực đại và cực tiểu. Ở đây, ta sẽ không dùng phương pháp đó. Đáng lẽ phải dùng 
phương pháp đó, ta sẽ phát triển một vài "lược đồ" riêng của mình thì sẽ có ích 
hơn. Khi giải một bài toán mà ta thực sự hiểu thấu và hứng thú thì ta sẽ được một 
tài sản quý giá là một lược đồ, một mô hình mà ta có thể bắt chước khi giải các 
bài toán tương tự. Bạn hãy phát triển lược đồ đó nếu, theo nó, bạn đã thành công, 
nếu bạn suy nghĩ kĩ về nguyên nhân thành công, về sự tương tự của các bài toán 
đã giải, về các hoàn cảnh có liên quan tới công việc, các hoàn cảnh đã làm cho 
bài toán của bạn có thể giải bằng loại đó v.v... Phát triển một lược đồ như vậy 
sớm muộn bạn sẽ đi đến một phát minh thực sự. Trong bất kì trường hợp nào bạn 
cũng có thể tích luỹ được một vài kiến thức vững chắc và vừa sức. 
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2. Thí dụ 


Trên một mặt phẳng cho hai điểm và một đường B 
thẳng, hai điểm nằm về cùng một phía của đường 
thẳng. Trên đường thẳng đã cho, tìm một điểm từ 
đó người ta nhìn đoạn thẳng nối hai điểm đã cho 
dưới một góc lớn nhất có thể được. ! 


Đó là bài toán mà ta muốn giải. Ta vẽ hình (8.1) X 


và ghi các kí hiệu thích hợp. Chẳng hạn A và B là hai 
điểm đã cho, / là đường thẳng đã cho, X là điểm biến 
_ thiên trên đường thẳng !. Ta xét góc AXB mà đỉnh là một điểm biến thiên X và 
do đoạn thẳng AB chắn. Cần tìm một vị trí của điểm X trên đường thẳng ¡ đã 
cho sao cho góc trên đạt giá trị cực đại. 


Hình 8.1. Lo¿i tố! nhất 


Ta hãy hình dung rằng ¡/ là một đường 
đi thẳng. Nếu từ một điểm nào đó của đường 
1, bạn muốn bắn vào đích nằm trải rộng từ A 
đến B thì bạn cần chọn điểm mà ta đang tìm: 
điểm đó cho ta khả năng bắn trúng đích lớn 
nhất. Nếu bạn có ý định ôn hoà hơn là từ 
đường cái chụp ảnh mặt trước một căn nhà 
mà các góc của nó ở A và B thì có lẽ bạn X 
cũng lại phải chọn điểm mà ta đang tìm: Hình 8.2. Sự biến đổi của góc có thể 
điểm đó cho ta một góc nhìn lớn nhất. gần giống như thế này 

Ta không tìm ngay được lời giải của bài toán của ta. Nhưng, nếu ta chưa 
biết cực đại đạt được ở đâu, ta cũng nghĩ rằng nó đạt tới ở một nơi nào đó. Tại 
sao điều đó lại có vẻ đúng như vậy? 

Ta có thể giải thích điều có lí đó nếu ta hình dung rõ ràng sự thay đổi của 
góc mà ta đang cố tìm cực đại. Ta hãy tưởng tượng rằng ta đi theo đường thẳng 
I và nhìn vào đoạn thẳng AB. Ta sẽ bắt đầu từ điểm mà đường thẳng / và đường 
thẳng đi qua A và B cắt nhau và đi về bên phải. Đầu tiên ta nhìn AB dưới một 
góc bằng 0; sau đó góc này tăng lên; tuy nhiên, sớm muộn thì khi ta ở rất xa 
AB, góc đó phải bắt đầu giảm đi, bởi vì nó trở thành 0 (số không) khi ta ở xa vô 
tận"). Giữa hai trường hợp giới hạn mà ở đó góc bằng 0, nó phải trở thành cực 
đại ở một nơi nào đó. Nhưng ở đâu? 


(*) Nếu ta coi AXB như hàm số của khoảng cách đo dọc theo đường thẳng / thì ta sẽ có thể 
bằng phương pháp thông thường vẽ đồ thị của hàm số đó (biểu diễn nó trong hệ toạ độ 
vuông góc). Hình 8.2 là phác hoạ hình dạng đồ thị: tung độ XY biểu diễn AXB. 
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Trả lời câu hỏi đó không phải dễ, mặc dâu ta có thể vạch ra những đoạn 
thẳng dài trên đường thẳng / mà ở đó rất có thể là không đạt được cực đại. Ta 
hãy chọn một điểm tuý ý trên đường thẳng đó và kí hiệu nó bằng X. Rất có thể 
là điểm ta chọn một cách ngẫu nhiên đó không ở vị trí cực đại mà ta tìm. Vậy 
làm thế nào ta có thể giải đáp hoàn toàn rõ ràng rằng điểm đó có ở vào vị trí 
cực đại hay không? 

Có một điều mà ta có thể nhận thấy khá dễ dàng”), Nếu điểm ta chọn 
không ở vào vị trí cực đại thì phải có một điểm khác ở phía bên kia của vị trí 
cực đại tài đó góc nhìn có cùng giá trị. Trên đường thẳng / có một điểm X' nào 
khác từ đó.ta nhìn đoạn thẳng AB dưới cùng một góc như từ điểm X không? 
Tất nhiên, đó là câu hỏi mà ta có thể trả lời đễ dàng. Dựa vào tính chất đã biết 
về các góc nội tiếp trong đường tròn, cả X lẫn X' (nếu có điểm X') phải ở trên 
cùng một đường tròn đi qua các điểm A và B. 

Và bây giờ có thể nảy ra một ý 
kiến. Ta hãy vẽ vài đường tròn qua 
hai điểm A và B đã cho. Nếu một 
đường tròn như vậy cắt đường thẳng ï 
ở hai điểm như X và X' trên hình 8.3 
- chẳng hạn; thì ta nhìn đoạn thằng AB 
từ hai điểm X và X' dưới cùng một 
góc, nhưng góc đó không phải là góc 
lớn nhất có thể được: đường tròn cắt 
đường thẳng / giữa X và X' cho một 
góc lớn hơn. Các đường tròn cắt 
đường thẳng không thể cho góc lớn 
nhất: đỉnh của góc lớn nhất là điểm ở đó đường tròn đi qua A và B /Ø/ế? xúc 
đường thẳng ! (điểm M trên hình 8.3). 


Hình 8.3. T/ế? tuyến với đường đồng mức 


ö. Lược đồ tiếp tuyến đồng mức 


Ta lại xét lời giải vừa tìm được. Từ đó, ta có thể học được cái gì? Trong đó, 
cái gì là căn bản? Những khía cạnh nào có thể tổng quát hoá? 

Bước đi mà sau khi ngẫm nghĩ một chút ta thấy có vẻ là quan trọng nhất thì 
không dễ thấy ngay được. Tôi nghĩ rằng bước quyết định là sự mở rộng quan 
điểm của ta, việc ra khỏi đường thẳng /, việc nghiên cứu các giá trị của đại 


(*) Rất dễ dàng nếu ta nhìn vào hình 8.2. 
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lượng mà ta tìm cực đại (góc do đoạn thẳng AB chắn) ở các điểm của mặt 
phẳng nằm ngoài /. Ta đã xét sự biến đổi của góc đó khi đỉnh của nó di chuyển 
trên mặt phẳng, ta đã xét sự phụ thuộc của góc đó vào vị trí của đỉnh. Nói gọn 
hơn, ta đã hình dung góc đó như hàm số của điểm biến thiên (đỉnh của nó) và 
bắt đầu coi điểm đó (đỉnh) biến thiên rrên mặt phẳng. 


Góc không thay đổi giá trị khi đỉnh của nó chạy trên cung tròn nối các điểm 
A và B. Ta gọi cung tròn đó là đường đông mức. Thuật ngữ này làm nổi bật quan 
điểm tổng quát mà ta định đi tới. Đường mà dọc theo nó hàm số của điểm biến 
thiên không thay đổi giá trị thường gọi là đường đồng mức của hàm số đó. 

Tuy vậy, ta không quên cái mà ta cần xác định trong bài toán của ta. Ta 
cần tìm cực đại của góc (của hàm số của điểm biến thiên) khi đỉnh của nó 
(điểm biến thiên) không thể di chuyển tự do trên mặt phẳng mà bị hạn chế bởi 
con đường định trước tức là đường thẳng !. Cực đại sẽ đạt được ở điểm nào của 
con đường vạch trước? 

Ta đã tìm được câu trả lời, nhưng ta cố hiểu nó sâu sắc hơn, ta hãy nghiên 
cứu nó theo một quan điểm tổng quát hơn. Hãy xét thí dụ tương tự, khá tổng 
quát và nói rất nhiều với trực giác của ta. 

Các bạn biết "các đường đồng mức" hay "các đường khoanh vùng" biểu thị 
cái gì trên bản đổ hay trên thực địa (ta sẽ nói về một xứ có nhiều gò đống) được 
biểu diễn bằng bản đồ đó. Các đường đó là những đường của độ cao không thay 
đổi; đường đồng mức nối các điểm trên bản đồ biểu thị các điểm của mặt đất 
nằm ở cùng độ cao so với mực nước biển. Nếu bạn tưởng tượng rằng biển nâng 
'cao lên 100 mét thì với mực nước biển mới đó, sẽ xuất hiện bờ biển mới và các 
vịnh tràn vào các thung lũng. Bờ biển mới đó là đường đồng mức của độ cao 
100. Người vẽ bản đồ chỉ vẽ trên bản đồ vài đường đồng mức với khoảng cách 
không đối, chẳng hạn với độ cao 100, 200, 300...: Tuy vậy, đường đồng mức 
tồn tại đối với rỗi độ cao, đi qua mỗi điểm trên thực địa. Độ cao so với mức 
biển là hàm số của điểm biến thiên đó chính là cái quan trọng đối với người vẽ 
bản đồ hay đối với bạn, khi bạn di chuyển trên thực địa; hàm số đó không thay 
đổi giá trị dọc mỗi đường đồng mức.? 

Bây giờ, bài toán này là bài toán tương tự bài toán mà ta vừa nghiên cứu 
(ở §2). Bạn sẽ đi theo con đường đã định trước. Ở điểm nào của con đường bạn 
sẽ đạt được độ cao cực đại so với mặt biển? 

Rất dễ trả lời rằng ở chỗ nào bạn sẽ không đạt được cực đại đó. Điểm mà 
bạn đi qua khi đang leo lên cao hoặc đang trườn xuống thấp, cố nhiên, không 
phải là điểm cao nhất cũng chẳng phải là điểm thấp nhất. Ở điểm đó, con 
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đường của bạn cắt ngang đường đồng mức: cực đại (hay cực tiểu) không thể đạt 
được ở điểm mà con đường đã định trước cắt đường đồng mức. 


Sau nhận xét quan trọng đó, hãy quay về thí dụ của ta (§2, hình 8.1, 8.2, 8.3). 
Ta hãy xét toàn bộ con đường đã định trước: phần của đường thẳng ! suốt từ 
điểm nó cắt đường thẳng đi qua A và B cho tới khoảng cách vô tận (ở bên 
phải). Tại mỗi điểm của nó, con đường định trước này cắt đường đồng mức 
(cung đường tròn với hai đầu là A và B), chỉ trừ một điểm mà ở đó nó tiếp xúc 
đường đồng mức. Nếu ở nơi nào đó có cực đại thì cực đại đó phải ở điểm này: ở 
điểm cực đại con đường định trước tiếp xúc đường đồng mức. 

Đó là một ý sâu xa về tư tưởng tổng quát ẩn náu trong thí dụ của ta. Tuy 
nhiên, ta hãy nghiên cứu ẩn ý đó. Ta sẽ áp dụng tư tưởng đó vào trường hợp 
đơn giản tương tự và xem nó giúp ta giải bài toán ra sao. Đây là một thí dụ dễ. 

Trên đường thẳng đã cho, tìm điểm cách một điểm đã cho một khoảng cách 
ngắn nhất. 

Ta hãy dùng các kí hiệu thích hợp: 

A là điểm đã cho, 
a là đường thẳng đã cho. 

Ta hiểu ngầm là điểm A không nằm trên đường thẳng ø đã cho. Cần tìm 
khoảng cách ngắn nhất từ A tới a. 

Ai cũng biết cách giải rồi. Hãy tưởng tượng rằng bạn bơi trong biển lặng 
sóng; lúc đó bạn ở điểm A; đường z là bờ biển hoàn toàn thẳng. Đột nhiên, bạn 
cảm thấy sợ và muốn bơi vào tới đất liền càng nhanh càng tốt. Đâu là điểm của 
bờ biển gần nhất? Không cần suy nghĩ nhiều, bạn cũng biết điều đó. Con chó 
hay con bò bị ném xuống nước thì ngay tức khắc bơi theo đường vuông góc từ 
A tới a. 

Tuy nhiên, mục đích của ta không phải chỉ là tìm lời giải mà còn là nghiên 
cứu ý tổng quát giúp ta tìm được lời giải đó. Đại lượng mà ta muốn tìm cực tiểu 
là khoảng cách từ điểm biến thiên đến điểm đã cho A. Khoảng cách đó phụ 
thuộc vị trí của điểm biến thiên. Đường đồng mức của khoảng cách đó, cố nhiên 
là các đường tròn đồng tâm A. "Con đường đã định trước" là đường thẳng z đã 
cho. Cực tiểu không đạt được ở điểm mà con đường định trước cắt đường đồng 
mức. Thật vậy, nó đạt ở một điểm (duy nhất) tại đó con đường định trước tiếp 
xúc đường đồng mức (ở điểm M trên hình 8.4). Khoảng cách ngắn nhất từ điểm 
A đến đường thẳng ø là bán kính đường tròn tâm A và tiếp xúc với z, điều mà ta 
đã biết từ đầu. Nhưng dầu sao, ta cũng đã học được một cái gì đó. Ý tổng quát 
bây giờ hình như rõ ràng hơn và đề nghị bạn đọc làm cho nó hoàn toàn sáng tỏ. 
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Nhớ lại, rành mạch các nét chung của các bài toán trên, tất nhiên ta cố tìm 
được những bài toán tương tự mà ta có thể áp dụng lược đồ giải như vậy. Đầu 
tiên, ta đã xét một điểm biến thiên trên mặt phẳng và tìm cực tiểu hay cực đại 
của hàm số của điểm đó trên con đường đã định trước. Song, ta có thể xét một 
điểm biến thiên trong không gian và tìm cực tiểu hay cực đại của hàm số trên 
mặt đã định trước. Trên mặt phẳng đường tiếp tuyến đồng mức có vai trò đặc 
biệt. Sự tương tự khiến ta hi vọng rằng trong không gian, mặt tiếp diện đồng 
mức cũng có vai trò tương tự. 


4. Các thí dụ 
Ta hãy xét hai thí dụ có thể giải bằng cùng một phương pháp nhưng lại có 
rất ít điểm giống nhau. 
1) Tìm khoảng cách ngắn nhất giữa hai đường thẳng chéo nhau đã cho. 
Ta kí hiệu: 
ø và b là hai đường thẳng chéo nhau đã cho, 
X là điểm biến thiên trên đường thẳng a, 
Y là điểm biến thiên trên đường thẳng b; 
xem hình 8.5. Cần xác định một vị trí của đoạn thẳng XY sao cho đoạn thẳng 
này là ngắn nhất. 


¬ 


Hình 8.4. Một tiếp tuyến đồng mức khác Hình 8.5. Hai đường thẳng chéo nhau 


Khoảng XY phụ thuộc vị trí hai đầu X và Y của đoạn thẳng XY, chúng đều 
là những điểm biến thiên. Có hai điểm biến thiên chứ không phải chỉ có một, 
và đó chính là khó khăn đặc trưng của bài toán. Nếu như một trong hai điểm 
này đã biết, đã cố định, không thay đổi, chỉ còn có điểm kia thay đổi thì bài 
toán có lẽ cũng dễ. Thực ra, bài toán cũng không phải mới lạ, nó giống hệt bài 
toán vừa mới giải (§3). 


10 THSLCL 145 


Ta rạm thời cố định một trong các điểm biến thiên ban đầu, Y chẳng hạn. 
Khi đó, đoạn thẳng XY sẽ nằm trong mặt phẳng đi qua điểm cố định Y và 
đường thẳng đã cho z và chỉ có một trong hai đầu của nó, X là biến đổi, chạy 
dọc đường thẳng z. Rõ ràng là độ dài đoạn XY sẽ cực tiểu khi đoạn thẳng này 
vuông góc với ¿ (do §3, hình 8.4). 


Nhưng ta có thể đánh đổi vai trò của hai điểm X và Y. Bây giờ, ta cố định 
X và chỉ cho điểm Y thay đổi. Rõ ràng là đoạn thẳng XY sẽ thành ngắn nhất 
khi nó vuông góc với b. 

Vị trí cực tiểu của đoạn XY hiển nhiên không phụ thuộc vào cao hứng của 
ta và vào chỗ ta gắn cho các điểm X và Y vai trò nào, và như vậy, ta có thể cảm 
thấy rằng ở vị trí đó đoạn thẳng vuông góc cả với z lẫn với b. Ta hãy xét kĩ hơn 
tình huống này. 

Trong thực tế, chứng minh trên đã trực tiếp chỉ ra xị trí của cực tiểu không 
thể ở chỗ nào (và nó chỉ gián tiếp vạch ra vị trí cực tiểu phải ở chỗ nào). Tôi 
khẳng định rằng vị trí mà tại đó, đoạn thẳng XY không vuông góc với đường 
thẳng z tại điểm X, không phải là vị trí của cực tiểu. Thực tế, tôi cố định điểm 
Y và chuyển điểm X đến một vị trí khác sao cho XY trở thành vuông góc với 4, 
và như vậy, tôi làm cho đoạn thẳng XY ngắn hơn (căn cứ vào §3). Suy luận đó 
rõ ràng cũng có thể áp dụng được đối với Y như nó đã được áp dụng đối với X 
và vì vậy ta thấy; chiều dài đoạn thẳng XY không thể cực tiểu nếu đoạn thẳng đó 
không vuông góc cả với a và b. Nếu khoảng cách ngắn nhất tổn tại thì nó phải 
đạt được đối với đường thẳng vuông góc chung của hai đường thẳng đã cho. 

Ta không nên vội tin. Quả vậy, thoạt tiên ta có thể thấy rằng đường vuông 
góc chung thực tế là khoảng cách ngắn nhất. Ta giả sử rằng, trên hình 8.5, mặt 
phẳng của hình vẽ song song với cả hai đường thằng đã cho ø và Ð (# ở cao 
hơn, b thấp hơn). Ta có thể coi bất kì điểm hay đường thẳng nào trong không 
gian như được biểu diễn trên hình 8.5 bằng hình chiếu vuông góc của nó. Chiều 
dài thực sự của đoạn thẳng XY bằng cạnh huyền của tam giác vuông; cạnh thứ 
hai của nó là hình chiếu vuông góc của đoạn thẳng XY, biểu diễn trên hình 8.5; 
cạnh thứ ba là khoảng cách ngắn nhất giữa hai mặt phẳng song song, một trong 
các mặt phẳng đó qua z, mặt kia qua b và cả hai song song với mặt phẳng của 
hình vẽ, cạnh thứ ba vuông góc với mặt phẳng này. Do đó, hình chiếu của đoạn 
thẳng XY biểu diễn trên hình 8.5 càng ngắn khi chiếu đoạn thẳng XY càng 
ngắn. Hình chiếu của đoạn XY quy về một điểm, chiều dài của nó bằng 0 và, 
như vậy, chiều dài của XY đạt cực tiểu khi và chỉ chi XY vuông góc với mặt 
phẳng của hình vẽ, tức là với cả hai đường thẳng z và b. 

Như vậy, ta đã xác nhận trực tiếp điều mà trước đây ta đã phát hiện bằng 
phương pháp khác. 
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2) Tìm cực đại của diện tích đa giác nội tiếp trong một đường tròn đã cho 
và có số cạnh đã cho. 

Cho một đường tròn. Trên đường tròn đó ta cần chọn ø đỉnh U,..., W, X, Y 
và Z của đa giác sao cho diện tích là cực đại. Cũng như trong bài toán (1) ở 
trên, khó khăn chính có lẽ là ở chỗ có nhiều biến (các đỉnh U,.... W, X, Y và 
Z). Nào, hãy thử dùng phương pháp đã được xây dựng ở bài tuần trước. Thực 
chất của phương pháp đó là gì? 


Hình 8.6. Tưm giác có diện tích cực đại 


Ta coi bài toán như đã giải gần xong. Ta hình dung rằng, ta đã có được vị 
trí cần tìm của tất cả các đỉnh, trừ một đính X chẳng hạn;  — 1 điểm khác, U/..., 
W, Y và Z đã được cố định, mỗi điểm ở vào đúng vị trí của nó, nhưng còn zần 
chọn % sao cho diện tích là cực đại. Song, toàn bộ diện tích do hai phần hợp 
thành; đa giác U...WYZ. với n — 1 đỉnh đã được cố định, đa giác này không phụ 
thuộc X, và tam giác WYX phụ thuộc X. Ta tập trung chú ý vào tam giác này, 
diện tích của nó phải trở thành cực đại khi toàn bộ diện tích trở thần: cực đại; 
xem hình 8.6. Đáy WY của tam giác WYX đã được cố định. Nếu dính X di 
chuyển theo đường song song với WY thì diện tích vẫn không thay đổi; những 
đường song song với WY như vậy là những dường đồng mức. Ta hãy chọn tiếp 
tuyến đồng mức: tiếp tuyến với đường tròn song song với đáy WY. Điểm tiếp 
xúc của nó rõ ràng là vị trí của đỉnh X làm cho diện tích tam giác WYX thành 
cực đại. Khi ở vị trí đó, tam giác trở thành cân, WX = WY, Nếu diện tích đa 
giác cực đại thì hai cạnh kề phải bằng nhau. Nhưng lí luận đó cũng có thể áp 
dụng vào mọi cặp cạnh kể: khi diện tích đạt được cực đại tất cả các cạnh phải 
bằng nhau và như vậy, đa giác nội tiếp có diện tích cực đại phải là đa giác đều. 


ð. Lược đồ biến đổi từng phần 


Khi so sánh hai thí dụ nghiên cứu ở đoạn trên ($4), ta phát hiện dễ dàng 
một vài nét chung và lược đồ chung để giải bài toán. Trong cả hai bài toán, ta 
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đã tìm được cực trị (cực đại hay cực tiểu) của đại lượng phụ thuộc một số yếu 
tố biến thiên. Trong cả hai bài giải, ta tạm thời cố định tất cả các yếu tố biến 
thiên, trừ một yếu tố và nghiên cứu hiệu quả của sự biến đổi của yếu tố duy 
nhất đó. Sự biến đổi đồng thời của tất cả các yếu tố biến thiên, hay sự biến đổi 
đây đủ thì không dễ đàng như thế. Bằng cách nghiên cứu sự biến đổi từng phần, 
khi chỉ một yếu tố biến đổi còn các yếu tố khác được cố định, ta đã giải được 
những bài toán của ta. Đó chính là nguyên tắc làm cơ sở cho cách thức hành 
động của ta: hàm số ƒ nhiều biến không thể đạt cực đại đối với toàn bộ tất cả 
các biến của nó nếu không đạt được cực đại đối với mỗi biến riêng biệt. 

Lời khẳng định đó quá chung mặc dù về một phương diện lại là một hận chế 
không cần thiết: nó gắn quá chặt tới các thí dụ trên, trong đó ở mỗi thời điểm đã 
cho ta chỉ biến đổi có một yếu tố. Song, ta có thể hình dung rằng trong các thí dụ 
khác, có thể có lợi hơn nếu cho biến đổi đồng thời đúng hai yếu tố hay ba yếu 
tố,... và cố định các yếu tố khác. Trong các trường hợp như vậy có lẽ nói tới 
"biến đổi từng phần" còn tự nhiên hơn. Quan niệm tổng quát bây giờ đã khá rõ, 
và sau một thí dụ nữa, bạn đọc có thể tự mình làm cho nó hoàn toàn sáng tỏ. 

Đoạn thẳng có chiêu dài l được chia làm n phần. Tìm cực đại tích của n 
phần đó. 


Giả sử, xị, xạ...., x„ là chiều dài của ø phần đó; xị, xạ,..., x„ là các số dương 

với tổng đã cho: 
xị +Xa +... +xX¿=Ï, 

Cần làm cho tích x¡xa...x„ thành cực đại. 

Đầu tiên, ta hãy nghiên cứu trường hợp riêng đơn giản nhất; cho tổng xị + xạ 
của hai đại lượng dương; tìm cực đại của tích x¡x;¿ của chúng. Ta có thể coi xạ 
và xạ như các cạnh kề của một hình chữ nhật và phát biểu bài toán dưới dạng 
sau hấp dẫn hơn: cho biết chu vi L của một hình chữ nhật; tìm cực đại của diện 
tích của nó. Thật vậy, tổng của hai cạnh vừa nêu đã biết: 

xịi+xạ=—~. 
SH. 

Ta đoán ngay: diện tích thành cực đại khi hình chữ nhật là hình vuông. 
Có thể kiểm tra dễ dàng lời dự đoán đó. Mỗi cạnh của hình vuông với chu vi 
L bằng: 

LÄ _x†+%; 
4 2ˆ 
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Ta phải chứng minh rằng, diện tích hình vuông lớn hơn diện tích hình chữ 
nhật, hay nói cách khác, hiệu của chúng: 


Z2 
Ị +* 2 — 1 
2 Thế 


là dương. Điều đó có thể như thế được không? Bằng cách biến đổi đại số đơn 


giản, ta sẽ được: 
*ị + Ẻ XỊ —*X Ẽ 
(+32) — 5 =| - 2). 


Nhìn qua công thức này cũng thấy rõ cả. Vế phải dương nếu x¡ không bằng 


xa và nếu hình chữ nhật không phải là hình vuông. 

Nói gọn hơn, diện tích hình chữ nhật với chu vi đã cho thành cực đại khi 
hình chữ nhật là hình vuông, tích hai đại lượng dương với tổng đã cho, trở 
thành cực đại khi hai đại lượng này bằng nhau. 

Ta hãy cố sử dụng trường hợp riêng mà ta vừa giải xong, coi nó như một 
bậc thang để giải bài toán tổng quát. Ta coi bài toán như giải gần xong. Ta hãy 
hình dung rằng, ta tìm được giá trị của tất cả các phần, trừ hai phần đầu xị và 
xạ. Như vậy, ta coi xị và x; là biến đổi, còn xa, xạ...., x„ không biến đổi. Tổng 
của hai phần biến đổi thì không đổi. 

Xị +3Xo 8 D— #y — Xã” sì ấu 
Hơn nữa, tích tất cả các phần: 
XIX2(X4Xa...X„) 

không thể trở thành cực đại nếu tích xịx; của hai phần đầu không trở thành cực 
đại. Song, điều đó yêu cầu x¡ = x;. Nhưng không có lí do nào để cắt nghĩa tại 
sao bất kì từng cặp khác của các phần lại không phải như thế. Cực đại tìm được 
của tích không thể đạt được nếu tất cả các đại lượng có tổng đã cho lại không 
bằng nhau. Ta trích dẫn Colin Maclaurin (1698 - 1746) là người đã suy luận 
như sau: "Nếu chia đường AB thành một số phần tuỳ ý AC, CD, DE, EB thì tích 
tất cả các phần đó, nhân phần nọ với phần kia, sẽ cực đại khi các phần này 
bằng nhau". 

Phân tích chứng minh trên, bạn đọc có thể học tập được nhiều điều sâu sắc. 
Chứng minh đó là hoàn toàn như ý chưa? 
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6. Định lí về trung bình cộng, trung bình nhân và các hệ quả 
đầu tiên của nó 


Ta hãy nghiên cứu kết quả của đoạn trên. 


Giả sử: xị +*¿+...+x„ =Í 
Ị n 
khi đó: XiXaXa...X„ < (=] 
: n 
É ›À *À / kà “ + ra h4 
nếu điều kiện xị = xạ = x; =... = x„= — không được thoả mãn. Khử ï, ta có thể 
n 


phát biểu kết quả này dưới dạng: 


n 
Xị ++*› †+...+x 
XIX2-..-X„ < K—=.== , 
n 
X,+*x;+...+x, 
hay: #Íxịixa...Xx„ < T——————> 
" 


nếu không phải tất cả các đại lượng dương xị, xạ,..., xạ đều bằng nhau; nếu các 
đại lượng này đều bằng nhau thì bất đẳng thức thành đẳng thức. Vế trái của bất 
đẳng thức trên gọi là trung bình nhân và vế phải là trung bình cộng của các đại 
lượng xị,x;,...,x„. Đôi khi người ta gọi định lí vừa phát biếu là "định lí về 
trung bình cộng và trung bình nhân" hay ngắn gọn hơn, "định lí về trung bình". 

Định lí về trung bình hay và quan trọng về nhiều phương diện. Điều đáng 
ghi nhớ là có thể phát biểu theo hai dạng khác nhau: 

Tích của n đại lượng dương với tổng đã biết trở thành cực đại khi tất cả các 
đại lượng đó bằng nhau. 

_ Tổng của n đại lượng với tích đã biết trở thành cực tiểu khi tất cả các đại 
lượng này bằng nhau. 

Trong công thức đầu, ta nói về cực đại, trong công thức sau - về cực tiểu 
tương ứng. Kết luận của đoạn trên thuộc về công thức thứ nhất. Biến đổi có hệ 
thống kết luận đó, ta có thể đi đến công thức thứ hai. Song, đơn giản hơn là 
nhận xét rằng, bất đẳng thức giữa các trung bình bao hàm đồng thời cả hai 
công thức: muốn có công thức này hay công thức đã biết. Ta có thể gọi hai 
công thức này (thật ra tương đương) là những công thức liên hợp. 

Định lí về các trung bình giúp ta giải nhiều bài toán hình học về cực đại và 
cực tiểu. Ở đây, ta chỉ xét một thí dụ (các bạn có thể tìm thấy ở cuối chương 
này nhiều bài tập khác). 
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Cho biết diện tích mặt ngoài một chiếc hộp. Tìm giá trị cực đại của thể tích hộp. 

Tôi dùng từ "chiếc hộp" thay cho từ "hình hộp chữ nhật” vì từ "chiếc hộp” 
diễn đạt đây đủ và ngắn hơn nhiều so với thuật ngữ chính thức. 

Có thể thấy trước lời giải một cách dễ dàng và vì ta đã thấy trước nên lời 
giải sẽ dễ dàng quy về định lí về trung bình. Giả sử a, b, c là chiều dài của ba 
cạnh hộp, xuất phát từ cùng một đỉnh. 

Š là diện tích bề mặt, V là thể tích. 

Rõ ràng là: 

§=2(ab +ac +bc), V = dbc. 

Sau khi nhận xét rằng tổng ba đại lượng ab, ác và be bằng Š/2, còn tích của 

chúng bằng V`, tất nhiên, ta nhớ tới định lí trung bình: 


3 3 
Vˆ = (abeŸ < $**| = l] 


nếu không xảy ra đẳng thức: 
ab = ac = bc tức a=b =c. 


Nói cách khác: , 


3 
Vx« Èi , 

\Ố 
nếu chiếc hộp không phải là hình lập phương; còn nếu là hình lập phương thì ta 
có đẳng thức. Ta có thể phát biểu kết quả theo hai dạng khác nhau (thật ra là 
tương đương): 

Trong tất cả các hộp có diện tích mặt ngoài đã cho, hình lập phương có thể 
tích lớn nhất. 

Trong tất cả các hộp có thể tích đã cho, hình lập phương có diện tích mặt 
ngoài lớn nhất. 

Cũng như ở trên, ta có thể gọi hai công thức này là công thức liên hợp và 
một trong hai công thức liên hợp này nói về cực đại, còn công thức kia nói về 
cực tiểu. 

Việc áp dụng định lí về trung bình nói trên cũng có những ưu điểm của nó. 
Ta có thể coi nó như một lược đồ và tập hợp lại các trường hợp mà định lí về 
trung bình có thể áp dụng một cách tương tự. 
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CÁC THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG VIII 


PHẦN MỘT 


Khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất trong hình học phẳng. 7m khoảng cách 
nhỏ nhất giữa (1) hai điểm, (2) một điển và một đường thẳng, (3) hai 
đường thẳng song song. 

Tìm khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất giữa (4) một điển và một đường 
tròn, (5) một đường thẳng và một đường tròn, (6) hai đường tròn. 


Lời giải trong tất cả các trường hợp đều hiển nhiên. Ít ra trong một vài 
trường hợp hãy nhớ lại các chứng mình sơ cấp. 

Những khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất trong hình học không gian. Từn 
khoảng cách nhỏ nhất giữa (1) hai điểm, (2) một điển và một mặt phẳng, 
(3) hai mặt phẳng song song, (4) một điểm và một đường thẳng, (5) một 
mặt phẳng và một đường thẳng song song, (6) hai đường thẳng chéo nhau. 


Tìm khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất giữa (7) một điểm và một mặt cầu, 
(8) một mặt phẳng và một mặt cầu, (9) hai mặt cầu. 

Các đường đồng mức trên mặt phẳng. Hấy xét khoảng cách từ một điểm 
biến thiên tới (1) một điểm đã cho, (2) một đường thẳng đã cho, (3) một 
đường tròn đã cho. Các đường đông mức sẽ ra sao? 

Các mặt đồng mức trong không gian. Hãy xét khoảng cách từ một điển 
biến thiên tới (1) một điểm, (2), một mặt phẳng đã cho, (3) một đường 
thẳng đã cho, (4) một mặt câu đã cho. Các mặt đồng mức sẽ thế nào? 


Dùng các đường đồng mức, trả lời các câu hỏi ở thí dụ Ï. 

Dàng các mặt đông mức, trả lời các câu hỏi ở thí dụ 2. 

Cho hai cạnh của tam giác. Dùng các đường đông mức, tìm cực đại của 
điện tích. 

Cho cạnh và chu vì của tam giác. Dùng các đường đồng mức, từm cực đại 


của diện tích. 


Cho diện tích hình chữ nhật. Dùng các đường đồng mức, tìm cực tiểu của 
chu vi. Giả sử (0; 0), (x; 0), (0; y), (x; y) là bốn đỉnh của hình chữ nhật 
trong hệ toạ độ vuông góc, hãy sử dụng hình học giải tích. 

Nghiên cứu mệnh đề sau đây: "Khoảng cách ngắn nhất từ một điểm đã cho 
tới một đường cong đã cho là độ dài đường vuông góc từ điểm đã cho tới 
đường cong đã cho". 


11. Nguyên tắc đường đồng mức tương giao. Hấy xét hàm ƒ của điển biến thiên 
trên mặt phẳng, cực đại và cực tiểu của hàm ƒ trên đường đã định trước và 
đường đông mức của hàm ƒ, phân cách hai vùng của mặt phẳng, ở một 
trong các vùng đó, ƒ có giá trị lớn hơn, còn ở vùng kia - có giá trị nhỏ hơn 
giá trị ở ngay trên đường đồng mức. 

Nếu đường đã định trước cắt đường đông mức này thì ở giao điểm hàm ƒ 
không có cực đại cũng không có cực tiểu. 


12. Bản đồ khoanh vàng ở hình 6.7 biểu diễn đỉnh B và đèo (hoặc điểm yên 
ngựa với mặt phẳng tiếp xúc nằm ngang) P. Đi trên một vùng như vậy, có 
phải nhất định bạn sẽ tới điểm cao nhất trên con đường đi của mình ở điển 
mà đường đi này tiếp xúc đường đồng mức không? 


Hình 8.7. Các đường đông mức trên bản đồ khoanh vùng 


13. Giả sử A và B là hai điểm đã cho, X là điểm biến thiên trên mặt phẳng. Góc 
AXB là hàm của biến thiên X. Góc này có thể có giá trị từ 0” đến 180” (bao 
gồm cả giá trị biên). 

(1) Hãy mô tả đầy đủ đường đông mức. (2) Trong hai đường đồng mức khác 
nhau, đường nào ứng với giá trị lớn hơn của góc? 

Bạn có thể sử dụng hình 8.1 và 8.3 nhưng cần nhớ rõ ràng bây giờ bạn có 
thể nhìn đoạn thẳng AB từ cả hai phía. 


lhK 


14 


15 


16 


, Xét hình 8.1, 8.2, 8.3, lấy góc AXB như ở thí dụ 13 và tìm cực tiểu của nó 
trên I. Kết quả có phù hợp với nguyên tắc của thí dụ 11 không? 
Cho thể tích một hình hộp (hình hộp chữ nhật). Sử dụng sự biến đổi từng 
phần, tìm cực tiểu của diện tích mặt ngoài của nó. 

. Trong tất cả những tam giác với chu vì đã cho, tam giác nào có diện tích 
lớn nhất? Thí dụ . 


17. Trong tất cả các tứ điện nội tiếp một hình câu đã cho, tứ diện nào có thể 


18 


19 


20 
21 


22 


23 


(3 


tích lớn nhất? Bạn có biết bài toán nào có liên quan tới bài toán này không? 
. Cho độ dài a, b, c của ba cạnh một tứ diện, cùng xuất phát từ một đỉnh. 
Tìm cực đại của thể tích tứ diện. Bạn có biết bài toán nào tương tự không? 
. Từm khoảng cách ngắn nhất giữa hình cầu và hình trụ (tròn xoay, dài 
vô tận). 


Tìm khoảng cách ngắn nhất giữa hai hình trụ có trục chéo nhau. 

. Nghiên cứu điều khẳng định "Khoảng cách ngắn nhất giữa hai mặt đã cho 
là độ dài của đường vuông góc chung t với hai mặt”. 

Nguyên tắc biến đổi từng phần. Hàm ƒ(X,Y,Z,...) nhiều biến X, V, Z... đạt tới 
cực đại khi X = A, Y = B, Z = C... Khi đó hàm F(X,B,C,...) của một biến X 
đạt tới cực đại khi X = A, và hàm ƒ(X,Y,C...) của hai biến X và Y đạt tới cực 
đại khi X= A, Y = B, v.v... 

Hàm nhiều biến không thể đạt cực đại với toàn bộ các biến nếu nó không 
đạt cực đại đối với một tập hợp con bất kì của các biến. 


. Sự tồn tại của cực trị. Cả nguyên tắc đường đồng mức và nguyên tắc biến 
đổi từng phần thường chỉ cung cấp cho tạ "một thông tín phủ định. Chúng 
trực tiếp chỉ ra rằng ở những điểm nào hàm đang xét ƒ không thể có cực 
đại, còn ta phải từ đó rút ra ở đâu ƒ có thể đại cực đại. Vấn đề ƒ phải đạt 
cực đại ở một nơi nào đó không thể suy ra từ riêng các nguyên tắc đó được. 
Song, đôi khi ta có thể suy ra được sự tôn tại của cực đại bằng cách thay 
đổi một chút lập luận. Ngoài ra, sự tồn tại của cực đại thường thì suy ra từ 
các định lí tổng quát về hàm liên tục của nhiều biến”). Dù sao chăng nữa, 
mỗi lần mà về phương diện trực giác cực đại hình như đã tôn tại hiển nhiên 
thì ta có đủ cơ sở để hỉ vọng rằng một biện pháp đặc biệt nào đó hay một 
định lí tổng quát nào đó sẽ thích hợp để chứng mình sự tôn tại của nó. 


Hàm nhiều biến, liên tục trên một tập hợp đóng và giới nội sẽ đạt cận trên và cận dưới. 
Điều đó khái quát hoá định lí 2 trong quyển "Giáo trình toán học thuần tuý" (trang 192) 
của Hardy, 
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24. Biến dạng lược đồ biến đổi từng phần: Quá trình vô tận. Tờừn cực đại của 
tích xyz nếu cho biết x + y + z = l. 
Ta hiểu ngâm rằng x, y và z là các số dương và l là đã cho. Bài toán này là 
trường hợp riêng của bài toán ở §5. 
Theo phương pháp đã dùng ở đó, ta hãy cố định một trong ba số x, y và =, 
còn ta biến đổi hai số kia sao cho chúng bằng nhau; như vậy, tích của 
chúng sẽ tăng. Ta sẽ bắt đâu từ một hệ đã cho nào đó (x, y, z); thực hiện 
việc biến đổi nói trên, ta chuyển sang hệ khác (zạ, yị, z¡); sau đó sang hệ 
mới (xạ, y›;, z;) và từ đó sang (%ạ, y›, z3) v.v... Ta sẽ lần lượt giữ cho một 
trong ba số đó không thay đổi; đầu tiên là x, sau là y, sau đó là z, rồi lại x, 
sau đó y, z, sau đó lại x, v.v... Như vậy là giả thiết: 


y+z 
Xi =X, =7Z¡= 
1 1 1 2 
_ _„ _ 2 tử 
SN la NGK NEW , 
_„_ *†+ 
TẾ TƯ Sổ , 
¬.. 32 22a 
X4 — 13s}4 —Za ¬- Ẵ 


Môi bước không làm biến đổi tổng nhưng làm tăng tích: 
x+y +z =x; +; +5; —=4*X2 +72 42 =... 

xyZ < Ä*1}121 < +12Y2“2 
Ta giả thiết rằng y #z và x, #zạ¡ (đó không phải là trường hợp đặc biệt; 
trong trường hợp đặc biệt ta sẽ đi đến kết quả dễ dàng hơn nhiều). Tất 
nhiên có thể hi vọng rằng khi n tăng, ba số x„, y„ và Z„ sẽ sai khác nhau 
càng ngày càng ít đi. Nếu ta có thể chứng minh rằng, cuối cùng: 

lim x„ = lim y„ = limz, 

n—œ "n—›œ ¡—>œ 
thì lập tức ta sẽ có thể kết luận rằng: 

xyz < limx„y,z„ =(1/3}. 
¡—œ 
Như vậy, ta tốn nhiều công sức mới được kết quả nhưng không cần giả thiết 
trước rằng cực đại tôn tại. 
Chứng mình rằng: limx,„ = lim y„ = limz„. 
¡„->œ 


n—>œ ¡_>œ 
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25. Biến dạng khác của lược đồ biến đổi từng phần: quá trình hữu hạn. 7z !¿¡ 
xét thí dụ 24 nhưng bây giờ sử dụng một biến dạng phức tạp hơn của 
phương pháp §5. 

Giả sử I = 3A. Như vậy, A là trung bình cộng của các số x, y, z và ta có: 
(x—A)+(y—A)+(z—A)=0. 
Có thể xảy ra là x = y = z. Nếu không như vậy thì một trong các hiệu ở vế 
trái đẳng thức phải âm, còn một hiệu sẽ dương. Ta chọn kí hiệu sao cho: 
y<Ä<z. 
Ta chuyển từ hệ (x, y, z) sang hệ (x', y', z') bằng cách đặt: 
#'=*,ÿ=Á,# =ÿ + (3 =À); 
ta đã để đại lượng thứ nhất không thay đổi. Khi đó: 
Xtÿ+z££+y +. 
và: 
yZ' —yz =A(y +z —A) —yz =(A —y)(z ~A) >0 
sao cho: 
Xyz£, <xy?*. 
Có thể xảy ra là x' = y' = z'. Nếu không nh vậy thì ta sẽ chuyển từ (x”, y, 2”) 
sang (x", y", z") bằng cách đặt: 


điều đó dẫn đến: 


và (như ta đã biết ở §5) tích lại tăng, sao cho: 
3 
+y+ 
Xyz < x2! < x"y"z"= A”= —= : ?) : 
Ta đã chứng mình kết quả mong muốn mà không cần giả thiết về sự tôn tại 
của cực đại và không cần xét giới hạn. 
Hãy chứng mình định lí về trung bình (§6) ở dạng tổng quát với n đại 
lượng, bằng cách mở rộng thích hợp phương pháp này. 
26. Sự so sánh bằng đồ thị. Cho P là điểm nằm bên trong tam giác đều với 
chiêu cao Ì, còn x, y và z là khoảng cách từ điểm P tới ba cạnh tam giác; 


xem hình 8.8. Khi đó: x + y +z = Ï. 
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27. 


28. 


29 


30. 


(Tại sao?). Các số x, y và z là toạ độ tam giác của điểm P. Ta có thể coi 
bất kì hệ ba số dương x, y và z nào với tổng số Ì như là những toạ độ tam 
giác của một điểm xác định đơn trị ở bên tr ong tam giác. 


Dây (x, y, Z), (Xị, Yạ, Z1), (X¿, Y2, Z2)... 


xét ở thí dụ 24, được biểu diễn trên hình 8.9 bằng đãy các điểm. Các đoạn 
thẳng, nối các điểm lân cận, lân lượt Song song với các cạnh khác nhau của 
tam giác: với cạnh thứ nhất, thứ hai, thứ ba, sau đó lại với cạnh thứ nhất,.. 
đâu mỗi đoạn thẳng luôn ở trên đường cao của tam giác (Tại sao?). 


Quá trình của thí dụ 25 được biểu diễn bằng ba điểm và hai đoạn thẳng 
(Thế nào?). 


Hình 8.8. Các toạ độ tam giác Hình 8.9. Các bước liên tiếp tiến gần đến tâm 


Nghiên cứu lại lí luận của §4 (2) và biến dạng lí luận đó, lấy trước tiên thí 
dụ 24, rồi thí dụ 25 làm mẫu. 


Điều kiện cần để hàm ƒ(x, y, z) có ở điểm (a, b, c) một giá trị cực đại hay 


cực tiểu là với x = a, y = b, z = c, các đạo hàm riêng: 
lộ DỤ tài 
x ổy `: 

bằng 0. 


Cách chứng mình thông thường của định lí này là thí dụ về một trong các 
lược đồ của chúng ta. Lược đồ nào? 

Thành lập điều kiện cân đã biết rõ (biểu diễn qua các đạo hàm riêng) về 
giá trị cực đại hay cực tiểu của hàm ƒ(x,y) với điều kiện phụ (hay bổ sung) 
là x và y liên kết bằng phương trình g(x,y) = 0. Giải thích quan hệ với lược 
đồ tiếp tuyến đồng mức. 

Nghiên cứu lại trường hợp nói trong thí dụ 12 dưới ánh sáng của điêu kiện 
của thí dụ 19. Có gì mâu thuẫn không? 
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32 


33. 
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Thành lập điều kiện cân đã biết rõ về giá trị cực đại và cực tiểu của hàm 
ƒ{x, y, z) với điều kiện phụ (x, y, z) = 0. Giải thích quan hệ với lược đồ tiếp 
diện đồng mức. 

Thành lập điều kiện cân đã biết rõ về vị trí cực đại hay cực tiểu hàm ƒ(x, y, z) 
với hai điều kiện phụ cùng thoả mãn đông thời g(x, y, z) = 0 và h(x, y, z) = 0. 
Giải thích quan hệ với lược đồ tiếp diện đồng mức. 


PHẦN HAI 


Các thuật ngữ và kí hiệu dùng ở dưới được giải thích trong thí dụ 12 mà 
các bạn cần đọc trước tiên. 

Đa giác và đa diện. Diện tích và chu vi. Thể tích và mặt. Đối với các đa 
giác ta sẽ hay dùng các kí hiệu san: 

A là diện tích và L là độ dài chu vị. 

Đối với hình đa diện ta sẽ gọi: 

V là thể tích và S là diện tích mặt. 

Ta sẽ nghiên cứu các bài tập về cực đại và cực tiểu liên quan tới A và L 
hay tới V và S. Người Hy Lạp cổ xưa đã biết các bài toán đó. Chủ yếu ta sẽ 
nghiên cứu các bài tập mà Simon LHhùudller (Xmôn LuyhHê) và Jacob Steiner 
(lacốp Xtâynơ) đã nghiên cứu. Các bất đẳng thức đại số sơ cấp, đặc biệt 
định lí về trung bình (§6) rất có ích để giải phần lớn các bài tập sau đây. 
Các bài tập này phần lớn chỉ thuộc về các đa giác đơn giản nhất (tam giác 
và tứ giác) và về các đa diện đơn giản nhất (hình lăng trụ và hình chóp). 
Ta cần nắm một vài thuật ngữ ít gặp hơn. 

Hai hình chóp ở về hai phía khác nhau của đáy chung cùng nhau hợp 
thành một hình chóp kép. Nếu đáy có n cạnh thì hình chóp kép có 2n mặt, 
n+ 2 đỉnh và 3n cạnh. Đáy không phải là mặt của hình chóp kép. 

Nếu tất cả các mặt bên hình lăng trụ đều vuông góc với đáy thì ta gọi hình 
lăng trụ đó là hình lăng trụ đứng. 

Nếu đáy chóp ngoại tiếp hình trèn và đường cao gặp đáy ở tâm hình tròn 
đó thì ta gọi hình chóp đó là hình chóp đứng. 

Nếu hai hình chóp hợp thành một hình chóp kép, là những hình chóp đứng 
và đối vứng với đáy chung thì ta gọi hình chóp kép đó là hình chóp kép đứng. 
Nếu hình lăng trụ, hình chóp hay hình chóp kép không "đứng", tạ gọi 
chung là “xiên”. Trong số năm đa diện đều có một hình lăng trụ, một hình 


34. 


KỈ 


3ó. 


KẾ 


38. 


chóp, một hình chóp kép: tương ứng đó là hình lập phương, hình tứ diện và 
hình bát diện. Mỗi một trong số ba đa diện này là đa điện "đứng" kiểu riêng. 
Tu cũng sẽ nghiên cứu các hình trụ, hình nón và hình nón kép: nếu không 
có quy ước gì khác ta hiểu ngâm rằng đáy của chúng là những hình tròn. 
Hình lăng trụ đứng đáy vuông. Trong tất cả các hình lăng trụ đứng đáy 
vuông có cùng thể tích đã cho, hình lập phương có bề mặt nhỏ nhất. 

Dùng định lí về trung bình, chứng mình trường hợp riêng đó của định lí đã 
chứng mình (§6, thí dụl5). 

Các bạn có thể bị hấp dẫn làm như sau: Giả sử V, S, x và y tương ứng chỉ thể 
tích, diện tích, diện tích mặt, cạnh đáy và đường cao hình lăng trụ. Khi đó: 


V= X'y, `= Sv + 4xy. 


Áp dụng định lí về trung bình, ta được: 


% : Ề 
(5) = L6 chế > 2x7.4xy = 8x y. 
x 


ủ 3È z 6 2 ". 2 2 .“ `. 21T 
Nhưng điều đó không có quan hệ gì với V = xˆy - một mối quan hệ có thể là 
có ích, định lí về trung bình hình như không áp dụng được. 
Song đó là sự áp dụng hấp tấp, thiếu suy nghĩ, không thành thục định lí 
này. Hãy thử một lần nữa. Kết luận mong muốn có một nội dung gì? 
Hình trụ đứng. Bạn hãy nhận xét rằng trong số tất cả các hình lăng trụ 
nghiên cứu ở thí dụ 34, chỉ có hình lập phương là có thể ngoại tiếp hình cầu 
và chứng mình: Trong tất cả các hình trụ đứng có thể tích đã cho, hình trụ 
ngoại tiếp hình cầu có bề mặt nhỏ nhất. Kết luận mong muốn có nội dung gì? 
Hình lãng trụ đứng bất kì. Cho biết thể tích hình lăng trụ đứng và dạng 
(chứ không phải kích thước) của đáy của nó. Khi diện tích bề mặt là cực 
tiểu, diện tích đáy chiếm mấy phần của diện tích bề mặt? Bạn có biết bài 
toán nào liên quan với bài toán này không? 
Hình chóp kép đứng đáy vuông. Chứng mình: Trong tất cả các hình chóp kép 
đứng đáy vuông có thể tích đã biết, hình bát diện đều có bề mặt nhỏ nhất. 
Hình chóp kép đứng. Bạn hãy nhận xét rằng hình câu nội tiếp tiếp xúc mỗi 
mặt của hình bát diện đều ở tâm của mặt, tâm này chia đường cao của mặt 
theo tỉ số l: 2 và chứng mình: Trong tất cả các hình nón kép đứng, có thể 


tích đã cho, hình nón kép mà đường sinh bị các tiếp điểm với hình cầu nội 


v Á : n 2 " 2 1 ~ _ ...P 
tiếp chia theo tì xố l: 2, có bề mặt cực HIỂM. 
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Hình chóp kép đứng bất kì. Cho biết thể tích hình chóp kép đứng và dạng 
(chứ không phải kích thước) của đáy khi diện tích mặt cực tiểu thì diện tích 
đáy chiếm mấy phần của diện tích mặt? 

Cho biết diện tích tam giác. Tìm cực tiểu của chu vi tam giác. Có lẽ bạn đã 
đoán trước được kết quả? Nếu bạn muốn thử áp dụng định lí về trung bình 
thì bạn cân biết biểu thức của diện tích qua các cạnh. 

Cho biết diện tích tứ giác. Tìm cực tiểu của chu vì tứ giác. (Bạn có thể 
đoán trước được kết quả không? Hãy kí hiệu các cạnh tứ giác bằng các chữ 
a, b, c, d, tổng hai góc đối diện bằng e và biểu diễn diện tích A qua a, b, C, 
đ và ø. Đó là sự khái quát hoá của bài toán giải bằng công thức Heron). 
Hai hình lăng trụ đứng và xiên có thể tích như nhau và cùng một đáy. Khi 
đó hình lăng trụ đứng có bề mặt nhỏ hơn. 

Hai hình chóp đứng và xiên có thể tích giống nhau và cùng một S4 Khi đó 
hình chóp đứng có bề mặt nhỏ hơn. 

Hai hình chóp kép đứng và xiên có thể tích như nhau cùng một đáy. Khi đó, 
hình chóp kép đứng có bề mặt nhỏ hơn. 

Trong cả ba mệnh đề, đáy của hai vật thể so sánh trùng nhau cả về hình 
dạng và độ lớn (các thể tích tất nhiên chỉ trùng nhau về độ lớn). 

Hãy chọn trong ba mệnh đề này một mệnh đề dễ nhất đối với bạn và chứng 
mình nó. 

Áp dụng hình học và đại số. Chứng minh: 


NếU tị, Mạ,..., H„; Vị, vạ,..., V„ là những số thực, thì: 


\ưz +tệ +4|u2 + vệ +.. .+A|z ˆ+uˆ> (+0; +...+u„)” +(9ị +v; +...+v„)Ÿ 


và ía có đẳng thức trong và chỉ trong trường hợp mà: 

Hị- Vịạ= H2. Vạ=...—=L„. 
Xét trong hệ toạ độ vuông góc n + 1 điểm Pạ, P\, Pạ,..., P„ và độ dài đường 
gấp khúc PọP;P;...P., 


Chứng mình bất đẳng thức của thí dụ 43 không dựa vào lí luận hình học. 
(Trong chứng mình hình học của bất đẳng thức này, trường hợp riêng chủ 
đạo là n = 2). 


Áp dụng đại số vào hình học. Chứng minh: Trong tất cả các tam giác với 
đáy và diện tích đã cho, tam giác cân có chủ vỉ nhỏ nhất (thí dụ 43). 
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50. 
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Giả sử V, Š, A và L tương ứng chỉ thể tích, diện tích bề mặt, diện tích đáy 
và chu vi đáy của hình chóp P, giả sử Vọ, Šg, Ao và Lạ là các đại lượng 
tương ứng của một hình chóp khác Pọ. Giả định rằng: 

V=Ùu, A =Áu, E >2 
và Pạ là hình chóp đứng, chứng mình rằng S >%. 
Ta có và chỉ có đẳng thức trong trường hợp nếu ÙL = hạ và P cũng là hình 
chóp đứng (thí dụ 43). 
Giả sử V, S, A và L tương ứng chỉ thể tích, diện tích bê mặt, diện tích đáy 
và chu vì đáy của hình chóp kép D, giả sử Vọ, Sọ, Ao và Lạ là các đại lượng 
tương ứng của một hình chóp kép khác Dạ. 
Giả định rằng: 

V=Va, A =Ág,L >Lạ 
và Dạ là hình chóp kép đứng, chứng minh rằng 

S >%g. 

Ta có và chỉ có đẳng thức trong trường hợp khi L = Lạ và D cũng là hình 
chóp kép đứng (thí dụ 45, 46). 
Chứng mình: Trong tất cả các hình lăng trụ có bốn mặt và có thể tích đã 


cho, hình lập phương có bê mặt nhỏ nhất (so sánh với thí dụ 34; khẳng 
định nào mạnh hơn?). 

Chứng mình: Trong tất cả các hình chóp kép 8 mặt có thể tích đã cho, hình 
bát diện đêu có bề mặt nhỏ nhất (so sánh với thí dụ 37, khẳng định nào 
mạnh hơn?). 

Chứng minh: Trong tất cả các hình chóp ba mặt có thể tích đã cho, hình tứ 
diện đều có bê mặt nhỏ nhất. 

Hình chóp đứng đáy vuông. Chứng minh: Trong tất cả các hình chóp đứng 
đáy vuông và có thể tích đã cho, hình chóp mà đáy chiếm 114 bề mặt toàn 
phần có bề mặt nhỏ nhất. 

Hình nón đứng. Chứng mình: Trong tất cả các hình nón đứng có thể tích đã 
cho, hình nón mà đáy chiếm 114 bề mặt toàn phần có bề mặt nhỏ nhất. 
Hình chóp đứng bất kì. Cho biết thể tích hình chóp đứng và dạng (chứ 
không phải là kích thước) đáy của nó. Khi diện tích bê mặt cực tiểu, diện 
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tích đáy chiếm bao nhiêu phần của diện tích bề mặt? (Bạn có biết trường 


54. 


_ 


56. 


SÝ 


58. 


S, 


60. 


61. 


62. 


63. 


162 


hợp riêng nào không)?). 

Điểm lại một lần nữa các thí dụ khác nhau liên quan tới hình lăng trụ, hình 
chóp và hình chóp kép, bạn hãy nhận xét các tương quan giữa chúng và sắp 
xếp các tương quan để thành bảng sao cho dễ thấy sự tương quan của các 
kết quả. Chỉ ra các khuyết điểm mà bạn định bổ khuyết bằng các kết quả 
sau này. 


Cái hộp không nắp. Chơ biết tổng ŠS; của diện tích 5 mặt của'hộp. Tìm cực 
đại của thể tích V (Bạn có biết bài toán nào liên quan với bài toán này 
không? Bạn đã biết sử dụng kết quả hay phương pháp tìm chứ?). 

Chậu giặt. Cho biết tổng S„ các diện tích 4 mặt một hình lăng trụ đứng 3 
mặt. Bỏ đi một mặt bên. Tìm cực đại của thể tích V. 


Mảnh vỡ. Cho biết tổng S; và diện tích ba mặt lân cận từng đôi (tức là của 
hai mặt bên và của một đáy) của một hình lăng trụ đứng đáy là hình tam 
giác. Chứng minh rằng khi thể tích V đạt cực đại, ba mặt này có diện tích 
_ bằng nhau và chúng vuông góc với nhau. (Mảnh vỡ của cái gì?). 

Cho biết diện tích hình quạt tròn. Tìm giá trị của góc ở tâm sao cho chu vỉ 
là nhỏ nhất. 

Cho biết diện tích và một góc của tam giác. Tìm cực tiểu (1) của tổng hai 
cạnh giới hạn góc đã cho, (2) của cạnh đối diện với góc đã cho, (3) của cả 
chu vi. 

Cho biết góc và một điểm trong mặt phẳng của góc và nằm trong góc. 

Đường thẳng biến thiên đi qua điểm đã cho cắt góc Khành: một tam giác. 

Tìm cực tiểu của diện tích tam giác này. 


Cho biết tổng E của độ dài 12 cạnh một chiếc hộp. Tìm cực đại (1l) của thể 
tích V của hộp, (2) của bề mặt S của nó. 

Bài toán bưu điện. Tìm cực đại của thể tích cái hộp nếu biết rằng chiều dài 
và đường bao quanh cộng lại không vượt quá Ì centimét. 


Bài toán Kepler. Cho biết khoảng cách d từ trung điểm đường sinh của hình 
trụ đứng tới điểm xa nhất của hình trụ. Tìm cực đại của thể tích hình trụ đó. 


( 'hương Xx 


TOÁN HỌC VẬT LÍ _ 


1. Sự giải thích quang học 


Các bài toán toán học thường do thiên nhiên, hay đúng đơn do sự giải thích 
thiên nhiên của ta, do khoa học vật lí gợi ra. Thiên nhiên cũng có thể gợi ra cách 
giải bài toán toán học: vật lí cung cấp những chìa khoá mà, nếu phó mặc cho 
riêng mình, có lẽ ta khó mà tìm kiếm ra được. Bức tranh của ta sẽ quá chật hẹp 
nếu ta không nghiên cứu các bài toán toán học do sự nghiên cứu vật lí gợi ra và 
giải bằng diễn giải vật lí. Đây là bài toán đầu tiên, rất đơn giản thuộc loại đó. 

1) Thiên nhiên gợi ra bài toán. Đường thẳng là con đường ngắn nhất giữa 
_hai điểm đã cho. Ánh sáng truyền trong không khí, từ điểm này đến điểm kia, 
đã chọn con đường ngắn nhất đó; kinh nghiệm hằng ngày của ta, hình như cũng 
chỉ ra như thế. Nhưng cái gì xảy ra khi ánh sáng không truyền thẳng từ điểm 
này tới điểm kia mà bị chiếc gương đặt trên đường đi của nó phản chiếu lại, 
ánh sáng có lại chọn con đường ngắn nhất không? Trong các hoàn cảnh ấy, con 
đường ngắn nhất sẽ ra sao? Nghiên cứu sự truyền ánh sáng dẫn ta đến bài toán 
thuần tuý hình học sau đây. 

Trong mặt phẳng, cho trước một đường thẳng và hai điểm ở cùng một phía 
đối với đường thẳng. Trên đường thẳng đã cho tìm một điểm sao cho tổng các 
khoảng cách từ đó tới hai điểm đã cho là nhỏ nhất. 

Giả sử A và B là hai điểm đã cho (xem hình 9.1). 

/ là đường thẳng đã cho, 

X là điểm biến thiên trên đường thẳng !. 

Ta hãy xét tổng AX + XB của hai khoảng cách hay nói cách khác, chiều 
dài con đường dẫn từ A tới X và từ X tới B. Cần tìm một vị trí của điểm X trên 
đường thẳng / đã cho sao cho chiều dài con đường đó là ngắn nhất. 

Ta đã gặp ($8.2, hình 8.1, 8.2, 8.3) bài toán rất giống như thế. Thật vậy, cả 
hai bài toán cùng có những dữ kiện như nhau và cả ẩn số trong hai trường hợp 
cũng cùng bản chất. Ở đây cũng như ở bài toán đó, ta tìm vị trí của điểm trên 
đường thẳng đã cho, sao cho đạt được một cực trị nào đó. Hai bài toán của ta 
chỉ khác nhau về bản chất cực trị đó. Ở đây ta tìm cực tiểu của tổng các chiều 
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dài của hai đoạn thẳng, ở bài toán kia ta tìm cực đại của góc hợp bởi hai đoạn 
thẳng này. 

Dầu sao, hai bài toán này quan hệ chặt chẽ đến nỗi tất nhiên phải thử dùng 
cùng một phương pháp; khi giải bài tập ở §8.2, ta sử dụng các đường đồng 
mức; bây giờ, ta lại sử dụng các đường đó. 

Ta hãy xét điểm X, không bắt buộc phải ở trên con đường đã cho trước mà 
có thể di chuyển tự do trên cả mặt phẳng. Điểm X có thể di chuyển thế nào nếu 
đại lượng AX + XB (mà ta muốn tìm cực tiểu) có giá trị không đổi? Chuyển 
động theo đường elip với tiêu điểm ở A và B. Do đó, các đường đồng mức là 
các elip có cùng tiêu cự (các điểm A và B đã cho). Cực tiểu cần tìm đạt được ở 
điểm mà con đường l đã cho trước tiếp xúc với elip có tiêu điểm là các điểm đã 
cho A và B (xem hình 9.2). 


X 
Hình 9.1. Con đường nào ngắn nhất Hình 9.2. T/ế? tuyến đồng mức 


2) Thiên nhiên gợi ra cách giải. Thực tế, chúng ta đã tìm ra lời giải. Song, 
nếu ta không biết một vài tính chất hình học của elip thì lời giải không mang 
lại nhiều lợi ích. Ta lại bắt đầu và cố tìm lời giải cho ta nhiều thông tin hơn. 

Ta hãy hình dung rõ ràng hiện tượng vật lí đã làm nảy sinh ra bài toán. 
Điểm A là nguồn sáng, điểm B là con mắt người quan sát, còn ¿ là vị trí mặt 
phẳng phản xạ, ta có thể suy nghĩ về mặt nằm ngang của cái hồ lặng sóng (mặt 
này vuông góc với mặt phẳng hình 9.1 và cắt nó theo đường thẳng ?)... Nếu 
điểm X được chọn đúng thì đường gấp khúc AXB biểu diễn đường đi của ánh 
sáng. Qua thí nghiệm, ta đã biết khá rõ đường đó. Ta nghĩ rằng chiều dài của 
đường gấp khúc AXB, khi nó biểu diễn đường đi thực của ánh sáng phản xạ, là 
ngắn nhất. 

Mắt bạn ở điểm B và bạn nhìn về phía dưới xuống hồ phản chiếu và quan 
sát trong hồ ảnh của điểm A. Tia sáng mà bạn nhận được không trực tiếp 
truyền từ đối tượng A mà hình như từ điểm nằm dưới mặt hồ. Từ điểm nào? Từ 
điểm A* là điểm phản xạ gương của A, đối xứng với A qua đường thẳng !. 
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Hãy vẽ điểm A*, do thí nghiệm vật lí của bạn gợi ra, vào hình vẽ ! Điểm 
A* này thay đổi bộ mặt bài toán. Ta nhận thấy vô số quan hệ mới (hình 9.3) mà 
ta cần sắp xếp và sử dụng nhanh chóng. Rõ ràng là: 
AX=A*Xx 
(A*X là ảnh phản xạ gương của đoạn thẳng AX. Bạn cũng có thể dựa vào 
các tam giác bằng nhau ACX, A*CX; đường thẳng / là đường thẳng vuông góc 
chia đôi đoạn thẳng AA*). Do đó: 


AX+XB=A*X+XB 


Hình 9.3. Cách giải cho nhiều thông tin 


Cả hai vế của đẳng thức này trở thành cực tiểu với cùng một vị trí của điểm 
X. Song, vế phải hiển nhiên là cực tiểu khi A*, X và B nằm trên cùng một 
đường thẳng. Đường thẳng là đường ngắn nhất. 


Đó là lời giải (xem hình 9.3). Điểm M, vị trí của cực tiểu của điểm X, là 
giao điểm của đường thẳng / và đường thẳng nối A* và B. Rõ ràng AM và MB 
tạo với / những góc như nhau. Vẽ đường thẳng MN vuông góc với ï (song song 
với A*A) ta thấy rằng: 

AMN= BMN. 
Hai góc này bằng nhau là đặc trưng cho con đường ngắn nhất. 
Song, chính đăng thức: 
góc tới = góc phản xạ 
cũng đặc trưng cho con đường thực của ánh sáng, như ta đã biết qua thực 
nghiệm. Do đó, thật ra, tia phản xạ chọn con đường càng ngắn càng tốt giữa vật 
và mắt. Đó là phát minh của Heron. 

3) So sánh hai lời giải. Xem lại một lần nữa lời giải đã hoàn chỉnh thường 

cũng có ích. Trong trường hợp này, điều đó hai lần có ích vì ta có hai lời giải 
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(1) và (2) mà ta có thể so sánh. Cả hai phương pháp giải (hình 9.2 và 9.3) phải 
cho cùng một kết quả (bạn hãy hình dung là hai hình chồng lên nhau). Ta có 
thể tìm được điểm M, lời giải của bài toán của ta về cực tiểu bằng hình elip tiếp 
xúc với ¡ hay bằng hai tia cùng xiên góc như nhau với /. Song, dù vị trí tương 
đối của các yếu tố đã cho (hai điểm A, B và đường thẳng ?) ra sao, hai cách 
dựng đó phải phù hợp với nhau. Sự phù hợp của hai cách dựng đó giúp ta suy ra 
một tính chất hình học của elip. 

Hai đường thẳng nối hai tiêu điểm của elip với điểm bất kì nằm trên đường 
elip thì tạo thành hai góc bằng nhau với tiếp tuyến của elip tại điểm đó. 

Nếu ta hình dung elip như một chiếc gương và lưu ý đến định luật phản xạ 
(mà ta vừa xét) thì ta có thể phát biểu tính chất hình học đó một cách khác, 
theo cách giải thích quang học trực quan: Mội tỉa sáng xuất phát từ một tiêu 
điểm của gương hình elip sẽ phản xạ tới tiêu điểm kia. 


4) Ứng dụng: Phát minh của Heron, mặc dù đơn giản, cũng có một. vị trí 
trong lịch sử khoa học. Đó là thí dụ đầu tiên về ứng dụng nguyên tắc cực tiểu 
khi mô tả hiện tượng vật lí. Đó là một thí dụ hay về tương quan giữa lí thuyết 
toán học và vật lí học. Sau Heron, người ta đã phát biểu ra những nguyên tắc 
tổng quát hơn nhiều về cực tiểu và các tương quan giữa các lí thuyết vật lí học 
và toán học đã được mở rộng rất nhiều, nhưng các thí dụ đầu tiên và đơn giản 
nhất, về một vài phương diện, gây ra những ấn tượng sâu sắc nhất. 

Trong khi nghiên cứu lời giải khá đạt (2), gây ra ấn tượng như vậy, ta phải 
hỏi: Có thể sử dụng được lời giải đó không? Có thể sử dụng kết quả không? Có 
thể sử dụng phương pháp không? Trong thực tế, có một số khả năng. Ta có thể 
nghiên cứu sự phản xạ ánh sáng ở gương cong hoặc các phản xạ liên tiếp của 
một dãy gương phẳng hoặc kết hợp kết quả đó với các phương pháp mà ta đã 
nghiên cứu trước v.v... 


Ở đây, ta chỉ xét thêm một thí dụ là bài toán về "trung tâm vận tải". Ba 
thành phố định đắp ba con đường đến trung tâm vận tải chung, trung tâm này 
cần chọn sao cho giá thành toàn bộ của việc xây dựng các đường là nhỏ nhất. 
Nếu ta hết sức đơn giản hoá vấn đề thì ta được bài toán thuần tuý hình học sau 
đày: Cho ba điểm. Tìm điểm thứ tư sao cho tổng các khoảng cách từ điểm này 
đến ba điểm đã cho là nhỏ nhất. 

Giả sử A, B và C là ba điểm (thành phố) đã cho và X là điểm di động trên 
mặt phẳng do các điểm A, B và C xác định. Ta tìm cực tiểu của tổng 

AX+BX+Cx. 


Bài toán này hình như có quan hệ với bài toán Heron. Ta cần làm cho hai 
bài toán này xích gần lại nhau, thiết lập giữa chúng mối quan hệ càng chặt chẽ 
càng tốt. Nếu tạm thời ta cố định khoảng cách CX (chẳng hạn ta gọi nó bằng zr) 
thì mối quan hệ hình như đã thực sự rất chặt chẽ: ở đây cũng như ở trên kia, ta 
cần tìm cực tiểu của tổng AX + BX của các khoảng cách từ một điểm động tới 
hai điểm cố định. Chỉ khác ở chỗ là, ở đây, X phải chạy trên đường tròn (bán 
kính r, tâm ở C) và ở trên kia là trên đường thẳng. Bài toán trước thuộc về phép 
phản xạ qua gương phẳng và bài toán này thuộc về phép phản xạ qua gương tròn. 

Ta hãy tin vào ánh sáng: nó đủ khả năng tìm được con đường ngắn nhất từ 
A tới gương tròn và từ đó tới B. Nhưng ánh sáng truyền đi sao cho góc tới bằng 
góc phản xạ. Do đó, trong vị trí cần tìm của cực tiểu, đường thẳng đi qua C và 
X (xem hình 9.4) phải chia đôi góc AXB. Do nguyên tắc biến đổi từng phần và 
đối xứng của các điều kiện, các đường thẳng tương ứng cũng phải chia đôi các 
góc AXC và BXC. Ba đường thẳng nối X với A, B và C chia mặt phẳng thành 6 
góc, mà X là đỉnh chung. Nghiên cứu kĩ các cặp góc đối đỉnh trên hình 9.5, ta 
thấy dễ dàng rằng cả 6 góc đều bằng nhau và do đó, mỗi góc đều bằng 60”. Ba 
con đường, xuất phát từ trung tâm vận tải, tạo thành ba góc bằng nhau; góc 
giữa bất kì hai đường nào cũng bằng 1207. 


A¬ B 
YỊY 
P œ 
BỊ œ 
C 
Hình 9.4. Trung tâm vận tải và gương tròn Hình 9.5. Trung tâm vận tải 


(Nếu ta nhớ rằng phương pháp biến đổi từng phần, mà ta đã sử dụng, có 
một số hạn chế, thì ta có thể phê phán lời giải của ta). 


2, Giải thích cơ học 


Bất kì thành phần nào trong thí nghiệm của ta, các hiện tượng quang học, 
cơ học hoặc các hiện tượng khác nào đó đều có thể gợi cho ta những bài toán 
toán học và các lời giải. Bây giờ ta hãy xét xem đôi khi các nguyên tắc cơ học 
đơn giản có thể giúp ta tìm ra lời giải như thế nào. 
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1) Cho một sợi dây mà hai đầu bị buộc chặt, luồn qua một vòng nặng. Hãy 
tìm vị trí cân bằng. 

Ta-hiểu ngầm rằng sợi dây hoàn toàn mềm (dễ uốn) mà không dãn, không 
tính đến trọng lượng của nó, cái vòng trượt theo sợi dây không bị ma sát và 
kích thước của vòng tròn nhỏ sao cho ta có thể coi nó như một điểm toán học. 

Giả sử A và B là các đầu dây bị buộc, X là một vị trí bất kì của vòng. Trên 
hình 9.6, sợi dây làm thành một đường gấp khúc AXEB. 

Bài toán này có thể giải bằng hai phương pháp khác nhau. 

Thứ nhất, vòng có thể treo lơ lửng càng 
thấp càng tốt (thực tế vòng nặng; nó "muốn" 
càng gần sát đất, nghĩa là càng gần tâm Trái 
Đất, càng hay). Cả hai phân AX và BX của 
sợi dây không dãn đều bị căng và như vậy, 
vòng trượt dọc sợi dây, vạch ra một elip với 
tiêu điểm A và B. Rõ ràng là vị trí cân bằng 
là điểm thấp nhất M của elip này, tại đó tiếp 
tuyến nằm ngang. Hình 9.6. #fai điều kiện cân bằng 

Thứ hai, các lực tác dụng vào điểm M của sợi dây phải cân bằng, ở điểm M 
có trọng lượng của vòng và lực căng của sợi dây tác động. Lực căng ở hai phần 
sợi dây, MA và MB, đều bằng nhau và hướng dọc theo sợi dây về A và B. Hợp 
lực của chúng chia góc AMB làm đôi và vì đối lập với trọng lượng của vòng 
nên hướng thẳng đứng. 


Song, cả hai lời giải phải phù hợp. Do đó, các đường thằng MA và MB 
cùng xiên góc như nhau so với pháp tuyến thẳng đứng của elip, cũng xiên góc 
như nhau đối với tiếp tuyến nằm ngang của elip: Hơi đường thẳng nối hai tiêu 
điểm của elip với một điểm M tuỳ ý trên đường elip, đêu xiên góc như nhau đối 
với tiếp tuyến ở điểm M (giữ nguyên chiều dài đoạn thẳng AB nhưng thay đổi 
góc xiên của nó đối với đường nằm ngang, ta có thể đặt M ở bất kì vị trí nào ở 
nửa dưới của elip). 

Ta đã tìm được kết quả đã biết [§1 (3)] bằng phương pháp mới mà ta có thể 
ứng dụng sau này. 

2) Có lẽ không cần phải biết nhiều về cơ học chúng ta cũng đủ trình độ để 
không những tìm được lời giải của bài toán cơ học nói trên mà còn để tìm được 
hai lời giải, dựa trên hai nguyên tắc khác nhau. Khi so sánh hai lời giải đó, 
chúng ta đi tới một sự kiện hình học lí thú. Liệu ta có thể sử dụng một phần 
nào của những kiến thức cơ học chưa dùng tới đó vào con đường khác không? 
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Nếu gặp may một chút thì ta sẽ có thể hình dung cơ chế giải bài toán về 
trung tâm vận tải nghiên cứu ở trên [§1 (4)]. Ba ròng rọc quay quanh một trục 
(cái đỉnh) đóng trên một bức tường thẳng đứng ở các điểm A, B và C (hình 
9.7). Ba sợi dây XẠP, XBQ và XCR trên hình 9.7 luồn qua ba ròng rọc tƯẾNG 
ứng ở A, B và C. Ba sợi dây được nối ở đầu 
chung X và ở mỗi đầu kia của các sợi dây 
treo các khối nặng tương ứng P, Q và R. 
Các khối P, Q và R nặng bằng nhau. Ta 
phải tìm vị trí cân bằng. 


P 


Tất nhiên ta cần hiểu bài toán với nội 
dung đơn giản hoá như thường làm: các sợi 
dây hoàn toàn mềm và không dãn, ma sát do 
trọng lượng của các sợi dây và kích thước 
các ròng rọc không đáng kể (ta coi các ròng 
rọc như những điểm). Cũng như ở I (I1) ta 
có thể giải bài toán bằng hai phương pháp Hình 9.7. Trưng tâm vận tải nhờ cơ cấu 
khác nhau. : ‹ cơ học 

Thứ nhất, ba khối nặng phải cùng treo lơ lửng càng thấp càng tốt, nghĩa là 
tổng các khoảng cách của chúng từ một mực ngang đã cho (mặt đất) phải nhỏ 
nhất (tức là thế năng của hệ phải cực tiểu; hãy nhớ là ba khối nặng bằng nhau). 
Do đó, tổng AP + BQ + CR phải cực đại. Vì chiều dài mỗi sợi dây là không đổi 
nên tổng AX + BX + CX phải cực tiểu và như vậy bài toán của ta đồng nhất với 
bài toán về trung tâm vận tải ở §1 (4), hình 9.4, 9.5, 

Thứ hai, các lực tác dụng vào điểm X phải cân bằng nhau. Ba khối nặng 
như nhau căng một sợi dây với cùng một lực và các lực này được các ròng rọc 
truyền đi nguyên vẹn, không bị ma sát làm hao tổn. Ba lực bằng nhau, tác dụng 
vào X lần lượt theo đường thắng XA, XB và XC phải cân bằng nhau. Rõ ràng 
là, do đối xứng, các lực này từng đôi một phải tạo thành những góc bằng nhau, 


góc giữa bất kì hai trong số ba sợi dây, cùng nối lại ở X, bằng 120” (tam giác 
do ba lực tạo thành là đều, các góc ngoài của nó đều bằng 1207). 

Điều đó xác nhận lời giải ở §1 (4) (về phương diện khác, sự giải thích cơ học 
có thể làm nổi bật lên một vài hạn chế cần thiết đối với tập hợp ba điểm A, B và C). 


ö. Giải thích mới 


Chiếc đũa nhúng một nửa vào nước, hình như bị bẻ gẫy gập. Từ đó ta kết 
luận rằng ánh sáng ở trong nước cũng như trong không khí truyền đi theo đường 
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thẳng, khi chuyển từ nước vào không khí bị B 
đổi hướng đột ngột. Đó là hiện tượng khúc 

xạ, một hiện tượng đương nhiên là phức tạp X 

và khó hiểu hơn là hiện tượng phản xạ. Sau Ị 
khi Kepler và các nhà bác học khác đã tốn 
công vô ích thì Snellius (Xneluýt, vào 
khoảng 1621) cuối cùng đã tìm ra định luật 
khúc xạ và Descartes đã công bố định luật 
này. Sau này, Fermai (1601 - 1665) đã nghiên 


& ... s Hình 9.8. Khúc xạ 
cứu một loạt khái niệm do Heron đề ra. 


Ánh sáng, xuất phát từ vật A, nằm dưới nước, tới mắt B ở trên mặt nước, 
vạch ra một đường gấp khúc với điểm gẫy góc ở trên mặt phân chia không khí và 
nước (hình 9.8). Song, con đường ngắn nhất giữa A và B là đường thẳng, và như 
vậy, ánh sáng khi chuyển từ một môi trường này sang môi trường khác, không 
tuân theo nguyên lí Heron. Thật đáng giận! Chúng ta không muốn thừa nhận 
rằng một định luật đơn giản đã đúng trong hai trường hợp (sự truyền thẳng và sự 
phản xạ) lại không thực hiện được trong trường hợp thứ ba (khúc xạ). Fermat đã 
nảy ra ý kiến là làm thế nào đạt được mục đích. Ông đã quan niệm rất rõ rằng 
ánh sáng cần thời gian để chuyển từ điểm này sang điểm kia, rằng nó truyền đi 
với một vận tốc (hữu hạn) nào đó; thật vậy, Galilê đã đề nghị phương pháp đo 
vận tốc ánh sáng. Có thể là ánh sáng, truyền trong không khí với một vận tốc nào 
đó, đã truyền đi trong nước với vận tốc khác, sự thay đổi vận tốc đó có lẽ có thể 
giải thích hiện tượng khúc xạ. Khi chọn con đường ngắn nhất, ánh sáng vì truyền 
đi với vận tốc không đổi, cũng chọn con đường ngắn nhất. Nếu vận tốc phụ 
thuộc môi trường qua đó nó truyền đi, thì con đường ngắn nhất đã không phải 
nhất thiết là con đường nhanh nhất. Có thể là ánh sáng bưoø giờ cũng chọn con 
đường nhanh nhất ngay cả khi chuyển từ nước vào không khí. 

Những quan niệm đó dẫn tới bài toán rõ ràng về cực tiểu (xem hình 9.8). 

Cho hai điểm A và B, đường thẳng / phân cách A và B và hai vận tốc và v. 
Tìm thời gian nhỏ nhất cần để chuyển từ A tới B, giả định rằng khi chuyển từ A 
tới ¡ thì vận tốc là và từ / tới B thì vận tốc là v. 

Hiển nhiên là đi theo một đường thẳng từ A đến một điểm X nào đó của 
đường thẳng / và theo một đường thắng khác nào đó từ X đến B là nhanh hơn 
cả. Thực chất, bài toán là xác định điểm X. Hơn nữa, trong chuyển động đều, 
thời gian bằng khoảng cách chia cho vận tốc. Do đó, thì gian cần để chuyển từ 
A đến X và từ X đến B, bằng: 

AX XB 
— + — 


Li M 
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Trên đường thẳng / ta phải chọn điểm X 
thích hợp để tổng thành cực tiểu. Ta cần 
tìm X nếu đã biết A, B, u, v vài. - X 

Giải bài toán này mà không dùng phép _ Q 
tính vi phân thì không dễ đâu. Fermat đã Ì 
giải bài toán này bằng cách nghĩ ra một 
phương pháp, phương pháp này suy đến A 
cùng dẫn đến phép tính vi phân. Ta sẽ làm 
theo một cách hoàn hảo các chỉ dẫn đã nêu 
ở thí dụ của đoạn trên. Nếu gặp may chút P 
ít, ta sẽ hình dung được cơ chế giúp giải 
được bài toán về cực tiểu đã nêu (hình 9.9). Hình 2.2. Khác x¿ do cơ cấu cơ học 

Vòng X có thể trượt theo một trục / nằm ngang, xuyên qua vòng ở đầu X có 
nối hai sợi chỉ XAP và XBQ. Mỗi sợi chỉ đó vòng qua một ròng rọc (tương ứng ở 
A và B) và ở đầu kia của sợi chỉ có treo một khối nặng (tương ứng ở P và Q). 
Vấn đề chính là chọn các khối nặng. Các khối nặng này không thể bằng nhau: 
Nếu chúng bằng nhau thì đường AXB ở vị trí cân bằng sẽ là đường thẳng (ít nhất 
cũng có vẻ đúng như vậy) và, do đó, nó không thích hợp để biểu diễn con đường 
của ánh sáng khúc xạ. Ta hãy tạm gác việc chọn các khối nặng và đưa ra các kí 
hiệu thích hợp. Ta gọi khối nặng ở đầu P sợi dây thứ nhất là p, khối nặng ở đầu 
Q sợi dây thứ hai là ¿. Bây giờ ta phải tìm vị trí cân bằng (ta cũng thừa nhận 
những điều kiện đơn giản hoá thông thường: trục tuyệt đối cứng, các sợi dây 
tuyệt đối mềm nhưng không dãn; ta không kể tới ma sát, trọng lượng các sợi dây 
và phản lực của chỗ gập góc của chúng, kích thước của các ròng rọc và của 
vòng). Cũng như ở §2, ta giải bài toán này bằng hai phương pháp khác nhau. 

Thứ nhất, hai khối nặng phải cùng treo lơ lửng càng thấp càng tốt (nghĩa là 
thế năng của hệ phải cực tiểu). Suy ra rằng tổng: 

AP.p + BQ.4 
phải cực đại. Vì chiều dài mỗi sợi dây không đổi nên tổng 
AX.p+XB.4 

phải cực tiểu. 

Điều đó rất giống với bài toán Fermat, nhưng không phải là một. Song, hai 
bài toán này, cơ học và quang học, sẽ trùng nhau về mặt toán học, nếu ta chọn: 

1 HÔNG 


}ỳE=>vE— 
u w 
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Khi đó bài toán về cân bằng (hình 9.9), cũng đúng như bài toán Fermat về 
sự truyền nhanh nhất, yêu cầu rằng tổng: 
AX XP 
— + m——— 
H y 
phải cực tiểu. N ghiên cứu sự cân bằng của hệ cơ học trên hình 9.9, dưới quan 
điểm thứ nhất, chúng ta đã tìm ra điều đó. 


Thứ hai, các lực tác động vào điểm X 
phải cân bằng nhau. Lực căng do các khối 
nặng không giảm đi do ma sát ở các ròng 
rọc mà được truyền toàn vẹn ở đầu chung 
của các sợi dây có tác động hai lực mà 
cường độ tương ứng là ? và —, ngoài ra 

lí 
mỗi lực tác động theo phương của sợi dây 
tương ứng. Các lực này không thể kéo cái 
vòng về theo phương thẳng đứng được, vì trục / xuyên qua vòng tuyệt đối cứng 
(phản lực thằng đứng của trục có thể có cường độ tuỳ ý). 


_— 


< 


Hình 9.10. Định luật khúc xạ 


Song, các lực /hành phân nằm ngang của hai lực căng đó, có hướng đối lập, 
phải triệt tiêu lẫn nhau, phải bằng nhau về cường độ. Để biểu diễn quan hệ đó, ta 
gọi góc hợp bởi hai sợi dây và đường thắng đứng đó qua điểm X là œ và P., xem 
hình 9.0. Sự bằng nhau của các thành phần nằm ngang được biểu diễn như sau: 


1. 1. 
—Sinø =—sin Ø 
tí ụ 


Ssinø 
hay: 


sin Ø vì 

Đó là điều kiện cực tiểu. 

Bây giờ ta lại quay về cách giải thích quang học. Góc giữa tia tới và pháp 
tuyến của mặt khúc xạ gọi là góc tới, còn góc giữa tia phản xạ và pháp tuyến là 
góc khúc xạ. TỈ số — của các vận tốc phụ thuộc hai môi trường, nước và không 

Mà 
khí, mà không phụ thuộc vào hoàn cảnh hình học như sự phân bố các điểm A và 
B chẳng hạn. Do đó, điều kiện cực tiểu đòi hỏi sin cửa góc tới và của góc khúc 
xạ có tỉ số không đổi, tỈ số này chỉ phụ thuộc vào hai môi tr ường (hiện nay ta gọi 
tỉ số đó là chiết suất). "Nguyên lí thời gian nhỏ nhất" của Fermat dẫn đến định 
luật khúc xạ của Snellius, định luật này đã được vô số các quan sát xác nhận. 
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Trên một chừng mực nào, ta đã ôn lại lịch sử của một phát minh quan 
trọng. Phương pháp giải (mà ta đã sử dụng thay cách giải của Fermat) cũng 
đáng nêu lên. Đầu tiên, ta diễn đạt bài toán bằng giải thích vật lí (quang học). 
Song, để giải bài toán, ta suy nghĩ một cách giải thích vật lí khác (cơ học). Lời 
giải của chúng ta là lời giải bằng một giới thích mới. Các lời giải như vậy có 
thể vạch ra những tương tự mới giữa các hiện tượng vật lí khác nhau và có giá 
trị nghệ thuật độc đáo. 


4. Johann Bernoulli tìm ra đường đoản thời 


Một chất điểm nặng bắt đầu chuyển động từ vị trí dừng ở điểm A và trượt 
không ma sát theo mặt phẳng nghiêng tới điểm thấp B. Chất điểm đó, bắt đầu 
chuyển động từ vị trí dừng, cũng có thể rơi từ A tới B theo một cung tròn, như 
khối nặng của con lắc. Chuyển động nào chiếm ít thời gian hơn: chuyển động 
theo đường thẳng hay cung tròn? Galilei đã nghĩ rằng rơi theo cung tròn là 
nhanh nhất. Johann Bernoulli hình dung trong mặt phẳng thẳng đứng, qua A và 
B, một đường cong tuỳ ý, nối liên hai điểm đó. Có vô số những đường cong như 
vậy và ông bắt đầu tìm đường cong làm cho thời gian rơi cực tiểu; đường cong 
đó là "đường cong của sự rơi nhanh nhất", hay "đường đoản thời". Chúng ta 
muốn tìm hiểu cách giải rất độc đáo của bài toán này của Johann Bernoulli. 

Ta hãy đặt vào trong hệ toạ độ một 
đường cong tuỳ ý đi từ A xuống B; xem 
hình 9.11. Ta chọn điểm A làm gốc toạ 
độ, trục x nằm ngang và trục y thẳng 
đứng từ trên xuống dưới. Ta hãy xét lực 
mà chất điểm trượt theo đường cong, đi 
qua một điểm (x, y) nào đó với vận tốc w 
nào đó. l 


2 y 
Ta có hệ thức: _= øy ' 

2 Hình 9.11. Đường đi của chất điểm 
mà Bernoulli đã biết rõ, ngày nay ta suy ra hệ thức đó từ định luật bảo toàn 
năng lượng. Nói cách khác, dù đường rơi thế nào, vận tốc đạt được v chỉ phụ 
thuộc y tức là chiều cao của sự rơi: . 

1/2 
v= (2§y) () 
Điều đó có nghĩa là gì? Ta hãy cố hiểu bằng trực giác ý nghĩa của sự kiện 

cơ bản này. 
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Hãy kẻ những đường thẳng nằm ngang (xem hình 9.11) chia mặt phẳng 
trong đó chất điểm rơi, thành các lớp nằm ngang hẹp. Chất điểm đang rơi 
xuyên các lớp này, hết lớp này đến lớp khác. Vận tốc không phụ thuộc đường 
nó đi qua, mà chỉ phụ thuộc vào lớp mà nó xuyên qua ở một thời điểm nhất 
định: vận tốc của nó thay đổi từ lớp này sang lớp khác... Chúng ta đã gặp hiện 
tượng như vậy ở đâu? Khi ánh sáng Mặt Trời chiếu xuống phía ta, nó xuyên 
qua nhiều lớp không khí, các lớp này có mật độ khác nhau; vì thế, vận tốc ánh 
sáng thay đổi từ lớp này sang lớp khác. Có thể diễn giải bài toán cơ học bằng 
một giới thích mới, quang học. 

Bây giờ, ta nhìn hình 9.11 với nội dung mới. Ta coi hình này như biểu diễn 
một môi trường không đồng nhất về quang học. Môi trường này chia thành 
nhiều lớp có tỉ trọng khác nhau. Vận tốc ánh sáng trong lớp nằm ngang ở chiều 
sâu y, bằng (2gy)" ?. Ánh sáng xuyên qua môi trường từ A đến B (từ một trong 
các điểm đã cho tới điểm kia) có /hể truyền đi theo những đường cong khác 
nhau. Tuy nhiên, ánh sáng chọn con đường nhanh nhất: thực tế nó truyền theo 
đường cong làm cho thời gian truyền đi là cực tiểu. Vì vậy, con đường thực của 
ánh sáng xuyên qua môi trường, chia thành nhiều lớp không đông nhất đã mô 
tả, từ A đến B, là đường đoản thời. Song, con đường thực của ánh sáng tuân 
theo định luật khúc xạ của Snellius. Lời giải đột nhiên xuất hiện một cách vô 
cùng rõ ràng: Johann Bernoulli tìm ra được cách giải thích mới rất độc đáo, làm 
cho bài toán tưởng chừng hoàn toàn mới và không giải được, trở thành dễ giải. 


Hình 9.12. Đường đi của ánh sáng 


Còn phải cố gắng thêm một chút nữa, nhưng công việc ít độc đáo hơn 
nhiều. Để cho định luật Snellius có thể áp dụng dưới dạng quen thuộc của nó 
(mà ta đã xét ở §3 trên), ta hãy thay đổi một chút cách giải thích của hình 9.1 1: 
vận tốc y phải thay đổi cùng với y, không phải liên tục, qua các bước vô cùng 
nhỏ, mà gián đoạn, qua các bước nhỏ. Ta hãy hình dung một vài lớp nằm ngang 
bằng vật liệu trong suốt (vài bản bằng thuỷ tính) ngoài ra, mỗi lớp kế cận nhau 
lại khác nhau chút ít về mặt quang học. Giả sử v, w', v", y"'... là vận tốc ánh 
sáng trong các lớp kế tiếp và giả sử ánh sáng nắng xuyên qua từ lớp nọ đến lớp 
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kia, hợp thành các góc tương ứng œ, œ, œ”, œ”... với đường thẳng đứng (hình 9.12). 
Theo định luật Snellius (xem §3): 


sin# _ sin œ"_ sin œ"_ sinø 


v ' v" y" 1 


Bây giờ, ta có thể từ môi trường do các bản mỏng hợp thành trở về môi 
trường chia lớp của ta trong đó v thay đổi liên tục theo chiều sâu (giả sử các 
bản trở thành vô cùng mỏng). Ta thấy rằng dọc đường đi của ánh sáng: 


Sin ø 


= hằng số. (2) 
M¿ 


Giả sử B là góc giữa tiếp tuyến đường cong và đường nằm ngang. Khi đó: 


œ + = 90”; ti. =# 
dx 


và nghĩa là: 


sinơ = cosB = (l + y2 lú 


(3) 

Đối chiếu các đẳng thức (1), (2) và (3) (từ cơ học, quang học và phép tính 
vi phân suy ra), ta dùng một kí hiệu thích hợp để chỉ hằng số ở (2) và cuối 
cùng, ta được: 


y1+y^)=C, 


trong đó C là một hằng số dương. Đối với đường đoản thời, ta được một phương 
trình vi phân bậc nhất. Việc tìm ra các đường cong thoả mãn phương trình đó là 
bài toán mà Bernoulli đã biết. Ở đây, ta không cần đi sâu vào chỉ tiết (song 
xem thí dụ 24); đường đoản thời, xác định bằng phương trình vi phân này, là 
đường xiclôi:. (Đường xiclôit là đường do một điểm của đường tròn lãn theo 
đường thẳng vạch ra; ở đây, đường thẳng đó là trục x và đường tròn lăn theo 
trục x ở phía dưới). 

Tuy nhiên, chú ý rằng nhờ trực giác, không cần tới công thức, ta có thể 
thấy định luật Bernoulli dẫn tới phương trình vi phân. Thật vậy, định luật này 
xác định phương của các yếu tố liên tiếp của quãng đường đi, biểu diễn trên 
hình 9.12.và phương trình vi phân cũng làm đúng như vậy. 

Lời giải bài toán về đường đoản thời của Bernoulli mà ta vừa xết ở đây có 
một giá trị nghệ thuật độc đáo. Nhìn trên hình 9.11 hay trên hình 9.12, ta có 
thể thấy ngay bằng trực giác quan niệm then chốt của lời giải. Nếu ta có thể 
thấy được ý tưởng đó rõ ràng, dễ dàng và nhìn trước được cái gì suy ra từ đó thì 
ta có thể thấy rằng, trước mắt ta là một tác phẩm nghệ thuật thực sự. 
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Tất nhiên, cách giải thích mới là quan niệm then chốt của lời giải của 
Johann Bernoulli. Ta đã hiểu hình vẽ (hình 9.11 hay 9.12) liên tiếp theo hai 
cách giải thích khác nhau, trong hai "nội dung" khác nhau: đầu tiên với nội 
dung cơ học, sau đó với nội dung quang học. Phải chăng, mọi phát minh đều 
do sự đối chiếu bất ngờ và sự giải thích liên tiếp của hai nội dung khác nhau 
hay sao? 


5. Archimède tìm ra phép tính tích phân 


Trong lịch sử đã có một trong những phát minh toán học vĩ đại nhất của 
mọi thời đại, bắt nguồn từ trực giác vật lí. Tôi muốn nói đến việc Archimède 
phát minh ra ngành khoa học mà ngày nay ta gọi là phép tính tích phân. 
Archimède đã tìm diện tích của một viên phân parabol, thể hình cầu và gần một 
tá kết quả tương tự nữa bằng một phương pháp cùng kiểu trong đó khái niệm 
cân bằng giữ vai trò quan trọng. Như chính ông đã nói; ông "đã nghiên cứu 
nhiều bài toán học bằng phương tiện cơ học". 

Nếu ta muốn hiểu công trình của Archimède thì ta cần hiểu chút ít về trình 
độ tri thức làm cơ sở xuất phát của ông. Về thời Archimède, hình học của Hy 
Lạp đã đạt tới đỉnh cao; Eudoxe và Euclide là các bậc tiền bối. Apolonius là 
bác học cùng thời với Archimède. Ta cần nhắc lại vài hoàn cảnh đặc trưng hình 
như đã ảnh hưởng tới phát minh của Archimède. : 

Như chính Archimède đã cho biết, Democrite đã tìm ra thể tích hình nón, 
ông xác định rằng thể tích đó bằng 1/3 thể tích hình trụ cùng đáy và cùng chiều 
cao. Ta không biết tí gì về phương pháp của Democrite, nhưng có lẽ có một vài 
cơ sở để nghĩ rằng ông đã xét cái mà ngày nay ta gọi là thiết diện ngang biến 

đổi hình nón, song song với đáy của nó. 

Eudoxe là người đầu tiên chứng minh khẳng định Democrite. Chứng minh 
điều đó và các kết quả tương tự, ông đã phát minh ra "phương pháp vét kiệt" của 
mình và đã xây dựng nên một tiêu chuẩn về tính chặt chế cho toán học Hy Lạp. 

Ta cần hiểu rõ rằng người Hy Lạp, theo nghĩa nào đó, đã biết "minh hoạ 
toạ độ". Để nghiên cứu quỹ tích các điểm trên mặt phẳng, họ thường xét 
khoảng cách từ điểm động tới hai trục toạ độ cố định. Nếu tổng bình phương 
các khoảng cách này không đổi và các trục toạ độ vuông góc với nhau, thì quỹ 
tích là đường tròn - mệnh đề này thuộc về hình học toạ độ nhưng cũng chưa 
phải thuộc về hình học giải tích. Hình học giải tích bắt đầu từ lúc ta biểu diễn 
hệ thức nói trên bằng kí hiệu đại số dưới dạng: 


x2+y?°=đẺ. 
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Cơ học của người Hy Lạp chưa bao giờ đạt tới trình độ cao như hình học 
của họ vì bắt đầu phát triển chậm hơn nhiều. Nếu ta đánh giá đúng các nghiên 
cứu chưa rõ ràng của Aristote và những người khác thì ta có thể nói rằng cơ 
học với cách là một khoa học đã bắt đầu từ Archimède. Như mọi người biết, 
ông đã tìm ra định luật các vật nổi. Ông cũng đã tìm ra nguyên tắc đòn bẩy và 
các tính chất quan trọng của trọng tâm mà ta sắp cần đến. 

Bây giờ, ta đã chuẩn bị đầy đủ để nghiên cứu một thí dụ có hiệu quả nhất 
trong công trình của Archimède; ta muốn dùng phương pháp của ông để ứìm :hể 
tích hình cầu. Archimède coi hình cầu như một vật thể do đường tròn quay tạo 
nên, còn đường tròn ông coi như quỹ tích các điểm, đặc trưng bởi hệ thức giữa 
khoảng cách từ điểm động đến hai trục toạ độ cố định, vuông góc với nhau. 
Viết theo kí hiệu ngày nay thường dùng, hệ thức này có dạng: 


.”% y = 2ax 


Đó là phương trình đường tròn bán kính a, tiếp xúc với trục y ở gốc toạ độ. 
Xem hình 9.13, hình này chỉ khác hình nguyên bản của Archimède một ít thôi; 
đường tròn này quay xung quanh trục y, tạo ra hình cầu. Tôi nghĩ rằng việc áp 
dụng các kí hiệu hiện đại không làm sai lạc ý tưởng của Archimède. Trái lại, 
hình như các kí hiệu đó buộc ta suy nghĩ, gợi cho ta những lí do có thể dẫn ta tới 
ý tưởng của Archimède và có lẽ các lí do đó không khác quá xa với các lí do đã 
dẫn chính Archimède tới phát minh của mình. Trong phương trình đường tròn có 
số hạng v? ta thấy rằng Ty” là diện tích /h/ế! diện ngang biến thiên của hình cầu. 
Song, Democrite đã tìm thấy thể tích hình nón khi nghiên cứu sự biến đổi của 
thiết diện ngang của nó. Điều đó gợi ý ta viết phương trình đường tròn dưới dạng: 

TU” + Ty” = 12aX 

Bây giờ ta có thể coi zx” như thiết diện ngang biến thiên của hình nón do 
đường thẳng y = x quay xung quanh trục x tạo ra, xem hình 9.13. Điều đó làm 
ta nảy ra ý tìm cách giải thích tương tự đối với số hạng còn lại 72¿x. Nếu ta 
chưa thấy cách giải thích như vậy thì có thể thử viết phương trình dưới các 
dạng khác và, như vậy, điều có thể xảy ra là ta nảy ra ý viết nó dưới dạng: 


2u(ux7 + 1y”) = xn(24)”. (A) 


Trong phương trình (A) này tập trung nhiều vấn để. Nhìn lại phương trình 
(A). chú ý tới các chiều dài và diện tích khác nhau trong phương trình đó và bố 
trí chúng một cách thích hợp trên hình vẽ, ta có thể là người chứng kiến sự ra 
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đời của một ý kiến vĩ đại: ý kiến này nảy sinh do sự kết hợp chặt chẽ công thức 
(A) với hình vẽ 9.13. 


Ta hãy chú ý tới diện tích của ba đĩa tròn, Ty”, Trx” Và mr(2a)Ÿ. Ba hình tròn 
này là những thiết diện của cùng một mặt phẳng với ba vật thể tròn xoay. Mặt 
phẳng vuông góc với trục x và cách gốc O một khoảng cách x. Ba vật thể tròn 
xoay đó là hình cầu, hình nón và hình trụ. Chúng do ba đường có phương trình 
tương ứng là (A), y = x và y = 2z tạo ra, khi phần bên phải của hình 9.13 quay 
xung quanh trục x. Hình nón và hình trụ có cùng một đáy và chiều cao. Bán 
kính đáy chung và chiều cao chung của chúng cùng có chiều dài 2z. Đỉnh hình 
nón ở gốc O. 

Archimède nhìn bằng nhiều cách khác nhau các đĩa mà diện tích có trong 
các phần khác nhau của phương trình (A). Ông để đĩa bán kính 2ø, thiết diện 
ngang của hình trụ, ở vị trí ban đầu của nó, cách gốc một khoảng x. Song, ông 
chuyển các đĩa bán kính y và x, thiết diện ngang tương ứng của hình cầu và 
hình nón, từ vị trí ban đầu đến điểm H của trục x có hoành độ — 2a. Ta treo cái 
đĩa bán kính y và x này sao cho tâm của chúng ở thẳng đứng dưới điểm H, bằng 
một sợi dây trọng lượng bằng 0, xem hình 9.13 (sợi dây này chỉ là sự bổ sung 
một trọng lượng bằng 0 vào hình vẽ nguyên bản của Archimède). 


Hình 9.13. Vguổn gốc của phép tích phân 


Ta coi trục x như đòn bẩy, một cây xà cứng trọng lượng bằng 0 và gốc O 
như điểm tựa của nó hay điểm treo. Trong phương trình (A) có mặt các mômen 
(mômen là tích của lực với cánh tay đòn). Phương trình (A) biểu diễn sự kiện là 
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mômen của hai đĩa: ở vế trái bằng mômen của một đĩa ở vế phải và nghĩa là, 
dựa vào định luật cơ học mà Archimède đã tìm ra, đòn bẩy cân bằng. 


Khi x biến đổi từ 0 đến 2ø ta có tất cả các thiết diện ngang của hình trụ; 
các thiết diện ngang này /ấp đầy hình trụ. Mỗi thiết diện ngang của hình trụ 
ứng với thiết diện ngang của vật thể treo ở điểm H và các thiết diện ngang này 
lấp đầy hình cầu và hình nón. Cũng như các thiết diện ngang tương ứng của 
chúng, hình cầu và hình nón treo ở H cân bằng với hình trụ. Do đó, theo định 
luật cơ học của Archimède, các mômen của chúng phải bằng nhau. Ta kí hiệu 
thể tích hình cầu bằng chữ V, nhớ lại biểu thức của thể tích hình nón (của 
Democrite) và thể tích hình trụ và vị trí hiển nhiên của trọng tâm của nó. 
Chuyển từ các mômen của các thiết điện ngang các mômen của các vật thể 
tương ứng, ta sẽ đi từ phương trình (A) tới phương trình: 


: | 
24|y + XU ng = az(2a)22a (B) 


từ đó rút ra dễ dàng: 


Xét kĩ lại điểm trình bày trên đây, ta thấy rằng bước quyết định là bước 
chuyển từ (A) sang (B), từ các thiết diện ngang lấp đầy vật thể sang toàn bộ vật 
thể. Song, bước này mới chỉ có giá trị gợi ý mà chưa được xác nhận một cách 
logic. Nó có vẻ đúng, còn rất có vẻ đúng nữa, nhưng chưa được chứng minh. 
Đó là dự doán mà chưa phải là chứng minh. Và Archimède, người tiêu biểu cho 
truyền thống vĩ đại của sự chặt chẽ toán học Hy Lạp, biết rất rõ điểu đó: "Sự 
kiện mà ta đi tới, thực tế chưa được chứng minh bằng lí luận đã trình Dày, 
nhưng lí luận đó đã là một cách chỉ ra rằng kết luận là đúng". Song, dự đoán 
này là dự đoán về tương lai. Ý tưởng đó vượt xa các giới hạn yêu cầu của bài 
toán đang xét và có những quy mô lớn không lường được. Sự chuyển từ (A) 
sang (B), từ thiết diện ngang sang toàn bộ vật thể, theo ngôn ngữ hiện đại hơn, 
là sự chuyển từ bộ phận vô cùng nhỏ sang toàn bộ đại lượng, từ vi phân sang 
tích phân. Sự chuyển đó là một nguyên tắc vĩ đại và Archimède, một con người 
cũng khá vĩ đại để nhìn thấy mình trong viễn cảnh lịch sử, biết rõ điều đó: "Tôi 
tin rằng phương pháp này mang lại lợi ích không nhỏ cho toán học; và cụ thể, 
tôi nhìn thấy trước rằng một người nào đó trong số các nhà nghiên cứu hiện nay 
hay tương lai, khi nắm được phương pháp này sẽ nhờ nó mà tìm ra các định lí 
khác mà tôi chưa nghĩ ra" 
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CÁC THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG IX 


Trên mặt phẳng cho điểm P và hai đường thẳng cắt nhau Ì và m, cả hai 
đường thẳng này đều không đi qua P. Giả sử Y là điểm chuyển động trên 
đường thẳng I và Z là điển chuyển động trên đường thẳng m. Xác định Y và 
Z sao cho chu vì tam giác PYZ là nhỏ nhất. 
Giải theo hai cách: một cách bằng vật lí, một cách bằng hình học. 
Trên mặt phẳng cho ba đường tròn, đường tròn nọ ở ngoài đường tròn kia. 
Tìm một tam giác có chu vì nhỏ nhất và mỗi đỉnh nằm trên một đường tròn. 
Cho hai cách giải thích vật lí khác nhau. 
Tam giác với chu vi nhỏ nhất nội tiếp trong một tam giác đã cho. Cho tam 
giác ABC. Tìm ba điểm X, Y, Z lần lượt trên các cạnh BC, CA, AB của tam 
giác sao cho chu vỉ tam giác XYZ là cực tiểu. 
Cho hai cách giải thích vật lí khác nhau. 
Tổng quát hoá thí dụ 3. 
Phân tích có phê phán lời giải của thí dụ l. Nó có áp dụng được vào mọi 
trường hợp không? 
Phân tích có phê phán lời giải của thí dụ 3. Nó có áp dụng được vào mọi 
trường hợp không? 
Giải một cách chặt chế thí dụ 3 đối với tam giác nhọn (biến đổi từng phần, 
thí dụ !, thí dụ 5). 
Phán tích có phê phán lời giải §1 (4) và §2 (2) của bài toán về trung .tâm 
vận tải. Các lời giải đó có áp dụng được vào mọi trường hợp không? 
Trung tâm vận tải của bốn điểm trong không gian. Cho tứ điện đỉnh A, B, € 
và D. Ta giả thiết rằng có một điểm X ở trong tứ diện mà tổng của khoảng 
cách từ điểm này đến 4 đỉnh: 

AX+BX+CX+DX 
là cực tiểu. Chứng mình rằng các góc AXB và CXD bằng nhau và do cùng 
một đường thẳng chia đôi, hãy chỉ ra những cặp góc khác có liên hệ tương 
tự, (Bạn có biết bài toán nào quan hệ với bài toán này không? Có biết bài 
toán tương tự nào không? Bạn có thể sử dụng kết quả hoặc cách giải bài 
toán đó không?). 
Trung tâm vận tải của 4 điểm trên mặt phẳng. Hấy xét trường hợp giới hạn 
của thí dụ 9 khi các điểm A, B, C và D nằm trong cùng một mặt phẳng và 
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là đỉnh của một tứ giác lôi ABCD. Kết luận của thí dụ 9 có còn đúng trong 
trường hợp giới hạn này không? 

Mạng lưới vận tải đối với 4 điểm. Gi¿ sử A,B,C và D là 4 điểm cố định 
và X và Y là các điểm chuyển động trên mặt phẳng. Nếu cực tiểu của tổng 
5 khoảng cách AX + BX + YC + YD đạt được sao cho tất cả 6 điểm A, B, 
C, D, X và đêu phân biệt thì ba đường thẳng XA, XB và XY đôi một làm 
thành những góc bằng nhau và điều đó cũng đúng với ba đường thẳng YC, 
YD và YX. 

Hãy mở rộng và uốn thẳng ra. Còn có một cách giải thích khác có lợi về 
hình 9.3. Hãy kẻ l, A*X và XB trên tờ giấy bóng, sau đó gấp tờ giấy theo 
đường thẳng l: bạn sẽ được hình 9.1 (với A* ở chỗ A). Hãy tưởng tượng 
rằng hình 9.] được vẽ ngay từ đầu bằng phương pháp đó trên tờ giấy bóng 
bị gấp. Muốn tìm vị trí của điểm Y sao cho AX+ XB thành cực tiểu, hãy mở 
tờ giấy, vẽ đường thẳng từ A (hay, đúng hơn, từ điển A* trên hình 9.3) tới B 
và sau đó lại gấp tờ giấy lại. 

Trò chơi bi-a. Trên bàn bi-a hình chữ nhật, ở điểm P có một quả cầu. Cần 
đẩy quả cầu theo hướng sao cho sau 4 lần phản xạ liên tiếp vào 4 cạnh của 
hình chữ nhật, nó trở về vị trí đầu tiên P của nó (hình 9.14). 


Hình 9.14. Bàn bi-a phản xạ 


Nghiên cứu vật lí địa cầu. Ở điển E của mặt đất nằm ngang xảy ra một vụ 
nổ. Tiếng động vụ nổ này lan truyền vào bên trong lòng đất và được mặt 
phẳng nghiêng của lớp đất OR phản xạ lại, lớp đất hợp với mặt đất góc œ. 
Tiếng động xuất phát từ E có thể đi đến trạm kiểm soát L ở một điểm khác 
của mặt đất bằng n con đường khác nhau (một trong n con đường đó được 
dựng trên hình 9.15 bằng phương pháp của thí dụ 12). Giả thiết rằng đã 
biết n (do dụng cụ tương ứng ghi lại), hãy chỉ ra những cận trên, dưới của 
giá trị Œ. 
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Hình 9.15. Những phản xạ dưới mặt đất 


Trong không gian cho đường thẳng l và hai điển A và B không nằm trên Ì. 

Trên đường thẳng l, hãy tìm điểm X mà tổng các khoảng cách tới hai điểm 

đã cho AX + XB là nhỏ nhất. (Bạn có biết bài toán nào quan hệ với bài này 

không? Có biết bài toán cá biệt nào không? Bạn có thể sử dụng kết quả hay 

phương pháp giải bài toán này không?). 

Giải thí dụ 15, bằng cách dùng tiếp diện đồng mức. 

Giải thí dụ 15, bằng cách gấp giấy. 

Giải thí dụ 15, bằng cách giải thích cơ học. 

Lời giải có phù hợp với thí dụ 16 và l7 không? 

Trong không gian cho ba đường thẳng chéo nhau a, b và c. Chứng mình 

rằng tưm giác chu vỉ nhỏ nhất mà mỗi đỉnh nằm trên một đường thẳng đã 

cho có tính chất sau: đường thẳng nối đỉnh của tam giác nằm trên đường 

thẳng a với tâm đường tròn nội tiếp tam giác thì vuông góc với a. 

Xét trường hợp riêng của thí dụ 19, khi ba đường thẳng chéo nhau là ba 

cạnh hình lập phương. Các đỉnh của tam giác cần từn nằm ở đâu? Tâm của 

đường tròn nội tiếp tam giác nằm ở đâu? Chu vì của nó bằng bao nhiêu 
2“ P ` ^ ` 3 

nếu thể tích hình lập phương là 8a ? 

Trong không gian cho ba đường thẳng chéo nhau a, b và c. Giả sử X chạy 


trên a, Y trên b, Z trên c và T chạy tự do trong không gian. Tìm cực tiểu 
của tổng XT + YT + ZT. 


Xét trường hợp riêng của thí dụ 2l, tương tự như trong thí dụ 20 ta đã xét 
trường hợp riêng của thí dụ 19. 
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Các đường ngắn nhất trên mặt đa diện. Các tường phía trước và phía sau 
của một phòng hình hộp chữ nhật là các hình vuông, phòng dài lUm, rộng 
4m và cao 4m. Trên tường phía trước, cách sàn 3,5m và cách đều hai tường 
bên có một con nhện. Con nhện thấy một con ruôi trên tường đối diện cách 
sàn 0,5m và cách đêu các tường bên. Chứng mình rằng, con nhện, muốn 
bắt được con ruồi phải bò theo các tường hoặc theo trần, hoặc theo sàn ít 
hơn l4m [thí dụ 17]. 

Các đường ngắn nhất (trắc địa) trên mặt cong. Ta coi mặt cong như giới 
hạn của đa diện. Khi da diện tiến tới mặt cong, số mặt của nó tiến tới eo, 
đường chéo lớn nhất của bất kì mặt nào cũng tiến tới 0 và các mặt trở 
thành tiếp diện với mặt cong. 

Trên mặt đa diện, đường ngắn nhất giữa hai điểm là đường gấp khúc. Nó 
có thể là đường gấp khúc phẳng, tất cả các điểm của nó đều nằm trong 
cùng mặt phẳng, hay nó có thể là đường gấp khúc ghênh, các điểm của nó 
không cùng nằm trong một mặt phẳng. Có thể minh hoạ cả hai trường hợp 
bằng lời giải của thí dụ 23, trường hợp thứ nhất - (1), trường hợp thứ hai - 
(2) và (3). 

Đường ngắn nhất trên mặt cong gọi là "đường trắc địa" vì các đường ngắn 
nhất có vai trò quan trọng trong trắc địa học, khoa học về mặt Trái Đất. 
Đường trắc địa có thể là đường cong phẳng, hoàn toàn nằm trong cùng một 
mặt phẳng hoặc nó có thể "đường cong ghênh" (đường cong "xoắn") các 
điểm của nó không nằm trong cùng một mặt phẳng. Dù thế nào đi nữa, 
đường trắc địa cũng phải có mối quan hệ hình học bên trong nào đó với 
mặt mà trên đó là đường ngắn nhất, mối quan hệ đó thế nào? 

1) Hãy xét đường gấp khúc ABC...L. Nếu ABC...L là đường gấp khúc ghênh 
thì hai đoạn thẳng lân cận của nó, HI và IJ chẳng hạn, đều nằm trong một 
mặt phẳng. Nếu ABC...L là đường ngắn nhất trên mặt đa diện giữa các đầu 
A và L của nó thì môi một đỉnh trung gian B, C, D... H, I,J..., K nằm trên 
cạnh của hình đa diện. Mặt phẳng chứa các đa giác này vuông góc với 
cạnh của hình đa diện đi qua l, xem thí dụ 16 hay thí dụ l8. 

Hãy xét một đường cong. Cả khi đường cong là đường cong xoắn thì ta vẫn 
có thể coi mỗi cung vô cùng nhỏ (rất ngắn) của nó như một cung phẳng 
(gân phẳng). Mặt phẳng của cung vô cùng nhỏ là mặt phẳng mật tiếp ở 
chính giữa của nó. Mặt phẳng mật tiếp này tương tự với mặt phẳng của hai 
đoạn thẳng lân cận của đường gấp khúc ghênh. Nếu đường cong là đường 
trắc địa tức là đường ngắn nhất trên mặt thì sự tương tự đã gợi ra rằng mặt 
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phẳng mật tiếp của đường trắc địa ở một điểm tuỳ ý đi qua pháp tuyến của 
mặt tại điểm này. 

2) Đường trắc địa. Có thể giải thích bằng vật lí như một băng cao su căng 
trên mặt trơn (tức là mặt trên đó mọi vật thể đêu trượt không ma sát). Ta 
hãy nghiên cứu sự cân bằng của một đoạn nhỏ của băng cao su đó. Các lực 
tác động vào đoạn đó là hai lực căng cường độ bằng nhau, tác dụng theo 
phương tiếp tuyến ở hai đầu cung nhỏ và phản lực của mặt, lực này hướng 
theo pháp tuyến của mặt, do ở mỗi điểm không có ma sát. Hợp lực của 
phản lực của mặt và của hai lực căng ở hai đâu cung cân bằng với nhau. 
Do đó, ba lực này song song với cùng một mặt phẳng. Song, hai "tiếp tuyến 
gân nhau" xác định mặt phẳng mật tiếp, mặt phẳng này, như vậy, chứa 
pháp tuyến của mặt. 

3) Mỗi cung của đường trắc địa là một đường trắc địa. Thật vậy, nếu đường 
cong có một đoạn không phải là đường ngắn nhất giữa hai đầu này thì toàn 
bộ đường cong không thể là đường ngắn nhất. Vì vậy, tất nhiên có thể cho 
rằng đường trắc địa có một tính chất riêng biệt nào đó ở mỗi điểm của nó. 
Tính chất cho hai cách nghiên cứu rất khác nhau về mặt biện pháp (1) và 
(2) đã chỉ ra, là tính chất loại này. 

4) Hãy tìm các thí dụ kiểm tra lại kết quả thu được về mặt biện pháp 
nghiên cứu. Các đường ngắn nhất trên hình cầu thế nào? Chúng có tính 
chất nêu ra không? Các đường khác trên mặt cầu có tính chất đó không? 
Chất điểm chuyển động không ma sát trên mặt trơn và cứng: không có một 
lực ngoài nào (như trọng lực chẳng hạn) tác dụng vào điểm này (tất nhiên 
không kể phản lực của mặt). Hãy nêu ra các nguyên nhân có thể làm cho 
điểm vạch ra đường trắc địa. 

Phép dựng hình bằng cách gấp giấy. Tìm một đa giác nội tiếp trong đường 
tròn nếu cho biết thứ tự và độ lớn của các cạnh của nó. 

Giả sử ai, dạ, d;,... d„ạ là các chiêu dài đã vho. Sau cạnh chiều dài aạ là 
cạnh chiêu dài aa, sau nó là cạnh chiêu dài a3 v.v...; sau cạnh chiều dài a„ 
là cạnh chiêu dài a,. Ta hiểu ngâm rằng bất kì chiêu dài dạ, dạ,..., d„ nào 
cũng nhỏ hơn tổng của n — l chiêu dài còn lại. 

Có một cách giải rất hay bằng cách gấp giấy. Hãy kẻ a, q;,..., a„ trên bìa 
cứng như là các dây cung liên tiếp của một đường tròn khá lớn sao cho hai 
dây cung lân cận có một đầu chung. Hãy kẻ các bán kính từ các đầu chung 
này tới tâm đường tròn. Cắt đa giác giới hạn bởi n dây cung và hai bán 
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kính ngoài cung. Gấp bìa cứng dọc theo n — 1 bán kính khác và dán hai 
bán kính dọc theo đó ta đã cắt tấm bìa cứng lại với nhau. Như vậy, bạn sẽ 
được một mặt đa diện hở; nó gồm có n tam giác cân cứng, nó bị giới hạn 
bởi n cạnh tự do chiêu dài tương ứng là ai, đạ,..., an Và có n góc nhị diện, 
các góc này vẫn có thể biến đổi (ta giả thiết n > 3). 
Bạn có thể sử dụng mặt đa diện này thế nào để giải bài toán đã cho? 
Ném một con súc sắc. Khối lượng bên trong một hình đa cuện lôi, nặng, 
cứng có thể phân bố không đêu. Thực tế, ta có thể hình dung sự phân bố 
không đêu thích hợp của khối lượng mà trọng tâm trùng với một điển bất kì 
đã chọn trong hình đa diện. Nếu ném hình đa diện trên sàn nằm ngang thì 
nó nằm trên một mặt của nó. Đó là cơ sở khoa học của giả thuyết hình học 
sau đây. 
Nếu cho một hình đa diện lôi P và một điển C nào đó ở trong P, thì ta có 
thể tìm được một mặt F của hình đa diện P có các tính chất sau: chân đường 
vuông góc hạ từ C xuống mặt phẳng của mặt F là một điểm trong của F. 
Tìm phép chứng mình hình học cho giả thuyết đó (chú ý rằng có thể, nhưng 
không nhất thiết, định nghĩa đơn vị mặt F bằng tính chất nêu trên). 
Nạn đại hồng thuỷ. Trên bẩn đồ khoanh vàng có ba loại điểm đặc biệt; núi, 
đèo (hay điểm yên ngựa với một mặt phẳng tiếp diện nằm ngang) và “thung 
lãng", là điểm sâu nhất ở dãy đôi từ đó nước không thoát đi đâu được. 
Thung lãng là hình "lộn ngược" của núi; hãy coi trên bản đồ khoanh vàng 
một đường đông mức bất kì có độ cao h so với mặt biển. Khi bản đồ bị "lộn 
ngược”, nó trở thành bản đồ cảnh quan dưới biển, các núi trở thành thung 
lũng, các thung lũng trở thành núi, nhưng đèo vẫn là đèo. Giữa ba loại 
điểm này có một quan hệ đặc sắc. 
Từ giả thiết rằng trên đảo có B núi, K thung lãng và Ð đèo. Khi đó: 
B+K=Ð+I. 

Để có thể rút ra định lí này bằng trực giác, ta hãy tưởng tượng là mưa liên 
tục làm cho hồ nước bao quanh đảo dâng lên cho đến lúc toàn đảo bị ngáp. 
Ta có thể giả thiết rằng tất cả B núi đêu có độ cao như nhau và tất cả K 
thung lãng đều ở ngang mực nước hô hay ở thấp hơn. Thật vậy, ta có thể 
tưởng tượng rằng các núi dâng cao còn các thung lãng hạ thấp nhưng số 
núi và thung lãng không đổi. Khi bắt đầu mưa, nước tụ trong thung lãng; 
tính cả các hồ bao quanh đảo đầu tiên, ta có: 

K+l hồ và I đảo. 
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Ngay trước khi đảo bị ngập nước, chỉ có núi là còn nổi lên trên mặt nước 
và như vậy, cuối cùng ta có: 

1 hồ và B đảo. 
Sẽ chuyển như thế nào? 
Ta tưởng tượng là ở lúc nào đó, ở trên cùng độ cao có nhiều hồ. Nếu ở độ 
cao đó không có đèo nào thì nước còn có thể dâng cao chút nữa mà số hồ 
và số đảo không thay đổi. Song, khi dâng lên tới đèo, mực nước chỉ cần 
dâng lên một chút nữa là sẽ hoặc hợp nhất hai hồ trước kia phân cách, 
hoặc cô lập một mảnh đất. Vì thế, mỗi đèo hoặc làm số hô giảm đi Ì đơn vị 
hoặc làm số đảo tăng lên 1 đơn vị. Xét sự biến đổi toàn bộ, ta được: 

(K+lI-l1l)+(B-1l)=Ð 

đó là nội dung định lí. 
a) Bây giờ giả thiết rằng trên cả Trái Đất có B núi, K thung lãng và Ð đèo 
(vài đèo ngập nước) và chứng mình rằng: 

B+K=Ð+2. 


Hình 9.16. Miền bao quanh núi Hình 9.17. Miền bao quanh đèo 


b) Hệ thức này làm ta nhớ tới định lí Euler (xem §3.1 - 3.7 và thí dụ 3.1 - 3.9). 
Bạn có thể sử dụng định lí Euler để chứng mình bằng hình học kết quả mà 
ta vừa tìm thấy bằng trực giác không? Hình 9.16 và 9.17 nêu những phần 
guan trọng của một bản đô đầy đu hơn, trên đó không những nêu rõ vài 
đường đồng mức mà cả vài "đường của sườn dốc nhất”, vuông góc với các 
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đường đông mức. Hai loại đường này phân hoạch mặt đất thành các tam 
giác và tứ giác. So sánh với thí dụ 3.2. 
c) Có nhận xét gì về phương pháp? 
Không quá sâu. Muốn tìm chiều sâu d của cái giếng, bạn ném hòn đá vào 
giếng và đo thời gian t từ lúc ném đá đến lúc bạn nghe tiếng đá chạm nước. 
a) Cho biết gia tốc g của trọng lực và vận tốc c của tiếng động. Biểu diễn d 
qua g, c, và t (bỏ qua sức cắn không khí). 
b) Nếu giếng không quá sâu thì vận tốc hòn đá ngay cả lác rơi sẽ chỉ là 
một phần nhỏ của vận tốc tiếng động và như vậy, ta có thể cho rằng đại bộ 
phận thời gian t là thời gian hòn đá rơi. Vì vậy, có thể cho là: 
2 
đd= —— - sai số 
2 


trong đó, sai số tương đối nhỏ khi t nhỏ. 

Để khảo sát sự phỏng đoán đó, khai triển biểu thức, từn được coi như đáp 
số của (a) theo các luỹ thừa của t và giữ lại hai số hạng đầu khác 0. 

c) Trong thí dụ này, bạn thấy cái gì điển hình? 

Trường hợp giới hạn có ích. Elip, quay quanh trục lớn của nó, tạo ra cái gọi 
là phỏng câu dẹt hay hình elipxoit tròn xoay, hình quả trứng. Các tiêu điểm 
của elip xoay thì không quay: chúng ở trên trục quay và cùng gọi là các tiêu 
điểm của phỏng cầu dẹt. Ta có thể chế một gương elip bằng cách phủ phía 
trong của mặt lõm bằng một lớp kim loại nhắn bóng, tất cả các tỉa từ một tiêu 
điểm tới đều do gương elip phản xạ vào tiêu điểm kia; so sánh với §1(W3). 
Trong thực tiên, rất ít dùng gương elip, nhưng có một trường hợp giới hạn rất 
quan trọng trong thiên văn học. Nếu ta cố định một trong các tiêu điểm của 


hình elipxoit và để tiêu điển kia tiến tới vô cực thì sẽ xảy ra cái gì? 


Giải phương trình vì phân của đường đoản thời tìm thấy ở §4. 

Phép tính biến phân. Nghiên cứu các bài toán về cực đại và cực tiểu của 
các đại lượng phụ thuộc vào hình dạng và kích thước của đường cong biến 
thiên. Bài toán về đường đoản thời giải ở §4 bằng cách giải thích quang 
học là như thế. Bài toán về các đường trắc địa hay các đường ngắn nhất 
trên mặt cong, xét ở thí dụ 24, cũng thuộc về phép tính biến phân; cả “bài 
toán đẳng chu" mà ta sẽ nói ở chương sau cũng thuộc loại này. Các kiến 
thức vật lí, như ta đã thấy, có thể giúp giải các bài tập khác nhau về cực 
đại và cực tiểu cũng có thể giải vài bài tập về phép tính biến phân. Ta hãy 
xét một thí dụ. 
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Tìm một đường cong có độ dài đã cho, vài điểm đầu và cuối đã biết và 
trọng tâm ở độ cao nhỏ nhất. Ta giả thiết rằng khối lượng riêng không đổi 
dọc đường cong mà ta coi như một sợi dây đông chất. Khi trọng tâm của 
dây ở vị trí thấp nhất của nó thì dây ở thế cân bằng. Báy giờ, ta có thể 
nghiên cứu sự cân bằng của dây, bằng cách xét tất cả các lực tác động vào 
nó, khối lượng và lực căng của dây. Sự nghiên cứu đó dẫn tới phương trình 
vì phản xác định đường cong cần tìm, đường dây xích. Ta không đi vào các 
chỉ tiết. Ta chỉ muốn lưu ý rằng lời giải nêu ra cũng từ quan niệm cơ bản 
như các lời giải cơ học xét ở §2. 

Từ cân bằng của các thiết diện ngang tới cân bằng của các vật thể. Archimède 
không phát biểu dưới dạng tường minh nguyên tắc chung của phương pháp 
của ông, nhưng ông đã áp dụng nó vào nhiều thí dụ, bằng cách tính thể tích, 
điện tích và trọng tâm. Những thí dụ phong phú này làm cho nguyên tắc của 
Archimède hoàn toàn rõ ràng. Ta hãy áp dụng một cách thể hiện của phương 
pháp Archimède trình bày ở §Š vào một vài thí dụ của ông. 

Hãy chứng minh mệnh đề 7 của "Phương pháp”: 

TỶ số của thể tích cầu phân so với thể tích hình nón có cùng đáy và chiêu 
cao bằng tỉ số của tổng bán kính hình cầu và chiêu cao cầu phân phụ so 
với chiều cao cầu phân phụ. 

Chứng mình mệnh đề 6 của "Phương pháp": 

Trọng tâm bán cầu phân nằm trên trục của nó và chia trục này sao cho 
phần tiếp cận với đỉnh bán cầu tỉ lệ với phần còn lại theo tỉ số 5: 3. 

Chứng minh mệnh đề 9 của "Phương pháp": 

Trọng tâm của cầu phản nằm trên trục của nó và chia trục này sao cho 
phần tiếp cận với đỉnh tỉ lệ với phần còn lại như tổng của trục câu phân và 
4 lần trục của cầu phân phụ tỉ lệ với tổng của trục câu phân và hai lần trục 
của cầu phân phụ. 

Chứng mình mệnh đề 4 của "Phương pháp": 

Thể tích của phần của hình paraboloit tròn xoay, do mặt phẳng vuông góc 
với trục cắt ra, tỉỈ lệ với thể tích hình nón có cùng đáy và chiêu cao với 
phần đó như 3: 2. 

Chứng mình mệnh đề Š của "Phương pháp": 

Trọng tâm của phần của hình paraboloit tròn xoay, do mặt phẳng vuông 
góc với trục cắt ra, nằm trên trục và chia nó sao cho phần tiếp cận với 
đỉnh lớn gấp đôi phần còn lại. 


38. Nhìn ngược lại phương pháp của Archimède. Archimède nghĩ thế nào khi 
ông phát minh ra phương pháp của mình, điều đó ta không bao giờ biết 
được mà chỉ có thể phỏng đoán một cách không chắc chắn mà thôi. Tuy 
nhiên, ta có thể liệt kê rõ ràng và ngắn gọn những quy tắc toán học (ngày 
nay đã biết rõ nhưng ở thời Archimède chưa được nêu ra) mà ta cần để giải 
bằng các phương pháp hiện đại các bài toán mà Archimède đã giải bằng 
phương pháp của ông. Ta cần: 


[Z0 =c | ƒ(x)ảx 


[© ` [Z@4x+ |zœ4: 


c là hằng số, ƒ(x) và g(x) là hàm số. 
(2) Các trị số của 4 tích phản 


n+l 


[#4 = T— vấ #aÚ 1.5 3L 
n+Ì] 


(3) Cách giải thích hình học của hai tích phản: 
jj@z. — |xo@“. 


Ở đây, O(x) chỉ chiêu dài trong hình học phẳng và diện tích trong hình học 
không gian: trong cả hai trường hợp nó chỉ thiết diện ngang biến thiên của 
hình hay vật thể do mặt phẳng vuông góc với trục x tạo ra. Tích phân đầu 
biểu thị diện tích hay thể tích, tích phân thứ hai biểu thị mômen của diện 
tích đồng chất hay thể tích tuỳ chỗ ta xét bài toán hình học phẳng hay hình 
học không gian. : 

Archimède không phát biểu các quy tắc đó mặc dù ta không thể không nghĩ 
rằng ông nắm vững các quy tắc đó dưới hình thức này hay hình thức khác. 
Ông cũng không phát biểu trong các biểu thức chung quá trình đặt cơ sở của 
việc chuyển từ thiết diện ngang biến thiên sang diện tích hay thể tích, từ hàm 
số dưới dấu tích phân sang tích phân, như chúng ta nói ngày nay. Ông đã mô 
tủ quá trình này trong các trường hợp riêng, ôn§ đã áp dụng nó vào những 
trường hợp rất khác nhau, rõ ràng là ông đã biểu biết nó sâu sắc nhưng ông 
chỉ coi nó như một phương pháp nghiên cứu và đã coi điều đó là nguyên 
nhân hoàn toàn đây đủ để không phát biểu nó dưới dạng tổng quát. 

Bạn hãy dẫn ra những sự kiện hình học đơn giản có thể nêu rõ một cách 
trực giác ý nghĩa của 4 tích phản nêu ra ở (2). 
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BÀI TOÁN ĐĂNG CHU 


1. Các li lẽ quy nạp của Descartes 


Trong một tác phẩm chưa hoàn thành của Descartes là Régulaead 
Directionen Ingenti (Các chỉ đạo trí thông minh; cũng cần nói thêm rằng tác 
phẩm này phải được coi như là một trong các tác phẩm kinh điển về logic của 
phát minh), chúng ta tìm thấy một đoạn thú vị sau: "Để chứng minh bằng 
phương pháp liệt kê rằng chu vi hình tròn nhỏ hơn chu vi mọi hình khác có 
cùng một diện tích, không nhất thiết phải nghiên cứu mọi hình có thể có, mà 
chỉ cần chứng minh cho một số hình để rồi suy ra chính điều đó cho tất cả các 
hình khác bằng quy nạp". 

Để hiểu ý nghĩa của đoạn trích này, ta sẽ thực hiện thực sự những gì 
Descartes đã nêu ra. Ta sẽ so sánh hình tròn với một vài hình khác: hình tam 
giác, hình chữ nhật và hình quạt tròn. Ta lấy hai hình tam giác: tam giác đều và 
tam giác vuông cân (với các góc tương ứng là 60, 60°, 60° và 90°, 459, 459), 
Hình dạng hình chữ nhật được đặc trưng bằng tỉ số giữa chiều rộng và chiều cao 
của nó; chúng ta chọn các tỉ số đó là 1: 1 (hình vuông); 2: I; 3: 1; 3: 2. Hình 
dạng của hình quạt tròn được xác định bằng góc ở tâm; chúng ta chọn các góc đó 
là 180”, 90” và 60” (nửa hình tròn, hình quạt 90° và hình quạt 60”). Giả sử rằng 
tất cả các hình này đều có cùng diện tích, thí dụ là lcm”. Sau đó ta tính chu Mi 
mỗi hình này bằng centimét. Ta sắp xếp các số tính được trong bảng sau; thứ tự 
các hình được chọn sao cho các chu vi tăng dần; khi ta đọc từ trên xuống dưới. 


Bảng I 
Chu vi các hình có diện tích bằng nhau 
Hình tròn Ko) Hình quạt 60 4,21 
Hình vuông 4,00 Hình chữ nhật 2: 1 4.24 
Hình quạt 90 4,03 Hình tam giác đều 4,56 
Hình chữ nhật 3: 2 4,08 Hình chữ nhật 3: 1 4,64 
Nửa hình tròn . — 4/10 Hình tam giác vuông cân 4,84 
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Trong số mười hình đã kê, có diện tích như nhau, thì hình tròn, kê đầu 
tiên, là hình có chu vi nhỏ nhất. Từ đây liệu có thể suy ra bằng quy nạp, như 
Descartes đã nêu, rằng hình tròn là hình có chu vi nhỏ nhất không chỉ trong 
mười hình đã kê, mà cả trong số tất cả các hình có thể có được không? Hoàn 
toàn không thể được. Nhưng không thể phủ định rằng bảng liệt kê tương đối 
ngắn gọn của chúng ta có tác dụng gợi ý rất mạnh đến định lí tổng quát 
này. Thật vậy, tác dụng gợi ý mạnh tới mức là nếu ta có thêm vào bảng liệt kê 
đó một hoặc hai hình thì cũng không làm tăng mấy tí tác dụng gợi ý về định 
lí này. 

Tôi có khuynh hướng tin rằng khi viết đoạn đã dẫn trên, Descartes đã nghĩ 
đến điều sau đây, tế nhị hơn. Tôi cho là ông ta có ý định nói rằng kéo dài bảng 
liệt kê này cũng không ảnh hưởng nhiều lắm đến niềm tin của chúng ta. 


2. Các lập luận ngầm 


"Trong tất cả các hình phẳng có cùng diện tích thì hình tròn có chu vi nhỏ 
nhất". Ta gọi điều khẳng định này, đã được xác nhận ở bảng I, là định 1 đẳng 
chu. Bảng được lập tương ứng với giả thuyết của Descartes, và là lí lẽ quy nạp 
khá vững chắc nhằm phục vụ cho định lí đẳng chu. Nhưng tại sao lí lẽ này lại 
có vẻ vững chắc? 


Ta hãy hình dung đến một mức độ nhất định một hoàn cảnh tương tự. Ta 
lấy mười cây trong số mười loại cây quen biết khác nhau. Ta đo khối lượng 
riêng của mỗi loại cây và chọn cây gỗ nào có khối lượng riêng nhỏ nhất. Vậy 
nếu chỉ dựa trên cơ sở các quan sát này mà tin rằng loại cây nhẹ nhất trong 10 
loại cây đang nghiên cứu cũng có gỗ nhẹ nhất trong tất cả các loại cây, thì 
điều đó có hợp lí hay không? Tin như vậy, không những không hợp lí mà còn 
là mù quáng. 

Điều đó có gì khác với trường hợp hình tròn? Chúng ta có thiện cảm với 
hình tròn, Hình tròn là hình hoàn thiện nhất; chúng ta sẵn sàng tin rằng cùng 
với các điều hoàn thiện khác của nó, hình tròn với một diện tích đã cho, có chu 
vi nhỏ nhất. Lí lẽ quy nạp do Descartes phát biểu có vẻ là vững chắc bởi vì ông 
ta đã xác nhận một giả thuyết có lí ngay từ đầu. 

"Hình tròn là hình hoàn thiện nhất", đó là một câu nói cổ truyền. Chúng ta 
tìm thấy câu nói đó trong các tác phẩm của Dante (1265-1329), Proclus (410-485) 
và ngay trong các tác giả trước nữa. Ý nghĩa của câu châm ngôn này không rõ 
ràng lắm nhưng trong đó có ẩn ý một cái gì to lớn khác thường. 
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ở. Các lí lẽ vật lí 


"Trong tất cả các vật thể có cùng thể tích thì hình cầu là hình có diện tích 
nhỏ nhất". Ta sẽ gọi mệnh để này là "định lí đẳng chu trong không gian". 
Chúng ta có khuynh hướng tin vào định lí đẳng chu trong không gian cũng như 
trong mặt phẳng mà không cần có một chứng minh toán học nào. Có lẽ chúng 
ta còn có thiện cảm với hình cầu hơn cả với hình tròn. Thực thế, dường như 
chính tự nhiên cũng có thiện cảm với hình cầu. Những giọt nước mưa, bọt xà 
phòng, Mặt Trời, Mặt Trăng, Trái Đất của chúng ta, các hành tinh đều có dạng 
hình cầu. Nếu biết ít nhiều về vật lí sức căng bề mặt ngoài, chúng ta có thể hiểu 
thấu đáo định lí đẳng chu ở bọt xà phòng. 

Tuy nhiên, ngay cả khi thực sự không biết vật lí thì bằng các cách nghiên 
cứu thô sơ, chúng ta cũng có thể đi đến định lí đẳng chu. Chúng ta có thể tìm 
thấy định lí đẳng chu ở con mèo. Tôi nghĩ rằng các bạn đã thấy con mèo làm gì 
khi nó chuẩn bị ngủ trong đêm khuya lạnh giá, nó xếp chân lại, cuộn tròn mình 
và như thế nó đã biến thân hình của mình thành khá giống hình cầu. Hiển 
nhiên, nó làm như thế là để giữ được hơi ấm, làm nhiệt lượng mất đi qua bề mặt 
thân thể của nó là nhỏ nhất. Con mèo không hề có chút ý định nào làm giảm 
thể tích của mình, mà chỉ cố gắng làm giảm bể mặt của mình. Khi nó biến 
mình thành vật càng giống hình cầu càng tốt, nó đã giải bài toán về vật thể có 
thể tích đã cho và có bề mặt nhỏ nhất. Có lẽ nó đã hiểu biết đôi chút về định lí 
đẳng chu. 


“ * ˆ “ ` Z⁄ + ^ * 
Vật lí học, dựa trên đó tiến hành việc nghiên cứu này, hết sức thô sơ), 


Song việc nghiên cứu này vẫn đáng tin cậy và thậm chí cũng quý, như một loại 
tài liệu củng cố sơ bộ đối với định lí đẳng chu. Những lí lẽ chưa lĩnh hội được 
để ủng hộ cho hình cầu hoặc hình tròn, mà trên đây (§2) đã có ý nói tới, bắt 
đầu tập trung lại. Vậy chúng có phải là những bằng chứng cho phép tương tự 
vật lí hay không? 


4. Các lí lẽ quy nạp của Rayleigh 


Gần hai trăm năm sau khi Descartes mất, nhà vật lí Rayleigh (Rêlây) đã 
nghiên cứu các âm điệu của màng. Một mảnh da cừu căng trên một cái trống là 
"một cái màng" (hoặc đúng hơn, là hình ảnh gần đúng về khái niệm toán học 


(*) Đúng hơn là con mèo khôn ngoan phải làm nhỏ nhất không phải bề mặt thân thể của mình 
mà là sự truyền nhiệt của nó hay là điện dung tĩnh của nó cũng vậy. Song, theo một định lí 
của Poincaré, bài toán cực tiểu khác này cũng có lời giải là hình cầu. 
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của màng) nếu nó được làm rất cẩn thận và được căng sao cho ở mọi chỗ đều 
như nhau, Người ta thường làm trống hình elip, hoặc hình đa giác, hoặc một 
hình khác bất kì. Cái trống có hình bất kì có thể phát ra các âm khác nhau, 
trong đó có một âm thấp nhất, gọi là âm cơ bản, thường là âm mạnh nhất. 
Rayleigh đã so sánh các âm cơ bản của các màng có hình dạng khác nhau 
nhưng diện tích bằng nhau và ở trong cùng các điều kiện vật lí như nhau. Ông 
đã lập bảng II rất giống bảng I nhưng theo một thứ tự hơi khác, và đối với mỗi 
hình đều có nêu ra độ cao (tần số) của âm cơ bản 


Bảng II 
Các tân số của âm cơ bản của các màng có diện tích bằng nhau 
Hình tròn 4,261 
Hình vuông 4,445 
Hình quạt 907 4,551 
Hình quạt 607 4,616 
Hình chữ nhật 3: 2 - 4,624 
Hình tam giác đều 4,714 
Nửa hình tròn 4,803 
Hình chữ nhật 2: 4 4,967 
Hình tam giác vuông cân 4,967 
Hình chữ nhật 3: I 5,736 


Trong số mười hình có cùng diện tích kể trên, thì màng đầu tiên, màng hình 
tròn, có âm cơ bản thấp nhất. Từ đây theo phương pháp quy nạp, liệu ta có thể kết 
luận được rằng màng hình tròn có âm thấp nhất trong tất cả các hình hay không? 

Tất nhiên là không thể được; phương pháp quy nạp không bao giờ có thể 
cho một kết luận dứt khoát. Song nó đưa đến một kết luận rất mạnh, thậm chí 
còn mạnh hơn trong trường hợp trước. Chúng ta biết (Rayleigh và những người 
cùng thời với ông cũng biết) rằng trong tất cả các hình có cùng một diện tích 
đã cho, thì hình tròn có chu vi nhỏ nhất, và định lí này có thể chứng minh được 
bằng toán học. Khi nhớ tới tính chất cực tiểu về mặt hình học này của hình 
tròn, chúng ta có khuynh hướng tin rằng hình tròn cũng có tính chất cực tiểu về 
mặt vật lí, như bảng II đã gợi ý tới. Phép tương tự có ảnh hưởng đến phán đoán 
của chúng ta, nó có ảnh hưởng lớn. 

Việc so sánh bảng I và bảng II hết sức có ích. Nó sẽ đưa tới những suy nghĩ 
khác nhau mà bây giờ chúng ta chưa định bàn đến. 
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5. Rút ra các hệ quả 


Chúng ta phải nhìn bao quát các cơ sở khác nhau theo hướng có lợi cho 
định lí đẳng chu, hiển nhiên đó chưa phải là những cơ sở đầy đủ để chứng minh 
định lí, song là đủ để biến nó thành một giả thuyết hợp lí. Nhà vật lí nghiên cứu 
một giả thuyết trong khoa học của mình, từ đó rút ra các hệ quả. Những hệ quả 
này có thể phù hợp, hoặc mâu thuẫn với các sự kiện, và nhà vật lí nghĩ ra các 
thí nghiệm nhằm làm sáng tỏ điều xảy ra trong thực tế. Nhà toán học khi 
nghiên cứu giả thuyết trong khoa học của mình có thể theo con đường tương tự. 
Ông ta cũng rút ra các hệ quả từ giả thuyết của mình. Những hệ quả này có thể 
đúng hoặc sai, và nhà toán học cố gắng làm sáng tỏ điều xảy ra trong thực tế. 

Ta sẽ đi theo con đường này để nghiên cứu định lí đẳng chu mà bây giờ ta 
sẽ phát biểu duới dạng sau: Trong tất cả các hình phẳng có cùng một chu vỉ thì 
hình tròn có diện tích lớn nhất. Điều khẳng định này khác với điều khẳng định 
đã nêu ở trên ($2) và không chỉ khác về lời văn. Tuy nhiên ta có thể chứng 
minh rằng hai khẳng định này là tương đương. Ta hãy tạm thời không chứng 
minh vội (xem $8) và chuyển ngay sang nghiên cứu các hệ quả. 


1) Didona, con gái của Thần rượu, trốn cha, sau nhiều chuyến phiêu lưu đã 
đên bờ biển châu Phi, ở đây Didona trở thành người sáng lập ra xứ Carthage 
(Cáctagiơ) và là nữ vương nổi tiếng đầu tiên của xứ này. Didona bắt đầu bằng 
cách mua của những người thổ dân một mảnh đất trên bờ biển, "không lớn hơn 
tấm da bò". Nàng cắt tấm da thành những sợi mảnh rồi bện lại thành một cái 
thừng rất dài. Nhưng sau đó Didona vấp phải một bài toán hình học: dùng cái 
thừng có chiều dài đã cho phải vây quanh một mảnh đất có hình như thế nào để 
được diện tích lớn nhất? 


Ở trong đất liền thì câu trả lời tất nhiên sẽ là hình tròn, nhưng trên bờ biển 
thì bài toán này thay đổi. Ta giải bài toán với giả thiết bờ biển là đường thẳng. 
Trên hình 10.1 cung XYZ có chiều dài đã cho. Phải làm cho diện tích ở giữa 
cung này và đoạn thẳng XZ thành cực đại (đoạn thẳng này nằm trên một đường 
thẳng vô hạn đã cho, nhưng có thể kéo dài hoặc rút ngắn lại tuỳ ý). 


Y 
K” = 
z l x 
bú 
Hình 10.1. Bởi ¿oán Didona Hình 10.2. Lời giải bằng phản xạ gương 
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Hình nón kép 

Hình thập nhị diện 
Hình lăng trụ tốt nhất 
Hình bát diện 

Hình lập phương 
Hình nón tốt nhất 


Hình tứ diện 


0,7698 
0,7547 
0,6667 
0,6045 
0,5236 
0.5000 
0,3023 


Về lí do dùng thuật ngữ "tốt nhất" đối với hình nón kép, hình lăng trụ và 
hình nón, xem thí dụ tương ứng 8.23, 8.35, 8.52. 
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^ `. l., xi — K X48 xước - ru a xước «: 
đòi hỏi phải có một giả thuyết đơn giản hoặc một dự đoán tương ứng. Ta sẽ bắt 
đầu bằng các thí dụ thường dùng trong lớp học và sau đó sẽ chuyển sang các 
thí dụ khác có ý nghĩa lịch sử. 


2. Phần đoán theo trường hợp có liên quan 


Khi làm một bài toán, ta thường dự đoán. Tất nhiên là ta muốn đoán cả lời 
giải đầy đủ. Song, nếu ta không làm được như vậy thì ta cũng sẽ hoàn toàn thoả 
mãn khi có thể đoán ra chỉ tiết này hoặc chỉ tiết khác của lời giải, ít nhất ta 
muốn biết bài toán của ta có "hợp lí" không. Ta tự hỏi: bài toán của ta có lí 
không? Giả thiết có thể được thoả mãn không? Giả thiết có đủ để xác định ẩn 
không? Thiếu chăng? Thừa chăng? Mâu thuẫn chăng? 

Các câu hỏi này nảy ra một cách tự nhiên và đặc biệt có ích trong giai đoạn 
đầu của việc giải toán, khi chúng là cần thiết không phải cho câu trả lời cuối 
cùng mà chỉ cho câu trả lời sơ bộ, cho dự đoán, và cũng có những trường hợp 
ta có thể đoán ra cả câu trả lời hoàn toàn hợp lí và không cần tốn nhiều công 
sức lắm. | 

Để minh hoa, ta hãy xét một bài toán sơ cấp trong hình học không gian. 
Trục của một hình trụ đi qua tâm một hình cầu. Mặt trụ cắt mặt cầu và chia 
hình cầu ra làm hai phần: "hình cầu bị đục thủng” và "cái nút"... 
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Phần đầu nằm ngoài, phần thứ hai nằm trong hình trụ. Hãy xét hình 11.1, 
mà ta phải quay quanh đường thẳng đứng AB. Cho biết bán kính hình câu là r 
và chiêu cao lỗ thủng trên hình trụ là h. Tìm thể tích "hình câu bị đục thủng”. 

Nếu gặp bài toán trên đây, tất nhiên ta sẽ 
nghĩ đến câu hỏi thông thường: Các đế kiện . 
đã đủ để xác định ẩn không? Hay là còn 
thiếu? Hay là thừa? Có thể coi các dữ kiện r 
và h như là vừa đủ. Thật vậy, r xác định kích 
thước hình cầu, còn ử xác định kích thước lỗ 
thủng hình trụ. Nếu biết r và h, ta có thể xác 
định được "hình cầu bị đục thủng” về hình 
dạng và kích thước và mặt khác, để xác định 
được nó, ta cần biết r và h. Hình 11.1. Hình cầu bị đục thẳng 


3 
Tuy nhiên, khi tính thể tích cần tìm, ta được thể tích đó bằng T. xem thí 


dụ 5. Kết quả này xem ra hết sức kì quặc. Ta đã khẳng định rằng để xác định 
hình dạng và kích thước của "hình cầu bị đục thủng” ta cần cả r và , nhưng 
bây giờ hoá ra để xác định thể tích của nó, ta không cần z, điều này nghe như 
hoàn toàn vô lí. 


Thực ra ở đây không có mâu thuẫn. Nếu h không đổi, còn r tăng, thì "hình 
cầu bị đục thủng" thay đổi rõ về hình dạng: nó trở nên rộng hơn (điều đó đưa 
đến việc tăng thể tích), nhưng mặt ngoài của nó sẽ trở nên phẳng hơn (điều đó 
đưa đến việc giảm thể tích). Có điều là ta chưa thấy trước (và điều đó ngay từ 
đầu hình như là không tự nhiên lắm) rằng hai khuynh hướng này vừa đúng cân 
bằng nhau và thể tích không thay đổi. 

Để hiểu rõ cả trường hợp riêng này, cả ý tổng quát làm cơ sở cho trường 
hợp riêng đó, ta phải phân biệt các bài toán khác nhau. Ta phải phân biệt rõ 
ràng hai bài toán có liên quan với nhau, nhưng không phải là đồng nhất. Nếu 
cho trước r và h, thì bài toán có thể yêu cầu ta xác định: 


a) Thể tích; 

b) Kích thước và hình dạng của "hình cầu bị đục thủng". 

Bài toán ban đầu của ta là (a). Ta thấy bằng trực giác rằng cho r và vừa là 
cần vừa là đủ để giải (b). Từ đấy, suy ra rằng các dữ kiện này cũng là đủ để giải 
cả (a), nhưng không nên suy ra rằng chúng cần để giải (a); và thật vậy, chúng 
không phải là điều kiện cần. 
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Khi trả lời câu hỏi "Các dữ kiện này có cần hay không?", ta đã phán đoán 
theo trường hợp có liên quan; thay (a) bằng (b) ta đã không để ý đến xự khác 
nhau giữa bài toán ban đâu (a) và bài toán biến dạng (b). Xét trên phương diện 
phương pháp nghiên cứu, sự sơ xuất đó có thể tha thứ được: Ta chỉ cần câu trả lời 
phỏng đoán, nhưng mà nhanh. Ngoài ra, sự khác nhau như vậy thường ít được để 
ý tới: các dữ kiện cần để xác định hình dạng và kích thước :hường cũng cần để 
xác định thể tích. Ta đã đi đến một điều mà ta cho là phi lí khi ta quên mất rằng 
kết luận của ta chỉ có tác dụng gợi ý về mặt phương pháp nghiên cứu, hoặc là vì 
tin tưởng một cách mơ hồ rằng một điều khác thường không bao giờ có thể xảy 
ra. Nhưng trong thí dụ của ta thì chính lại một sự khác thường đã xảy ra. 

Phán đoán về bài toán đã cho theo bài toán biến dạng là một biện pháp 
nghiên cứu hợp lí và chính đáng. Song, ta không nên quên rằng kết luận mà ta 
đi tới nhờ phương pháp này mới chỉ là giả định, chưa phải là cuối cùng; mới chỉ 
là có lí, tuyệt nhiên không phải là chắc chắn đúng. 


ö. Phán đoán theo trường hợp chung 


Bài toán sau đây có thể là khuôn mẫu thích hợp để trình bày ở trên lớp về 
đại số cho người mới học: 

Lời di chúc của một ông bố cho ba người con gồm có các khoản sau: 

"Phần của con cả tôi sẽ bằng trung bình các phần của hai con khác, cộng 
thêm ba nghìn đồng. Phần của con thứ phải đúng bằng trung bình các phần của 
hai con khác. Phần của con út sẽ bằng trung bình của hai người kia, bớt đi ba 
nghìn đồng”. Hỏi mỗi phần là bao nhiêu? 

Giả thiết có đủ để xác định các ẩn hay không? Ta có đây đủ cơ sở để nói 
rằng đủ. Thật vậy, có ba ẩn tương ứng với các phần của người con cả, con thứ 
và con út, mà ta gọi là x, y, z. Mỗi một câu trong ba câu trong lời di chúc có thể 
chuyển thành phương trình. Sau nữa, nói chung một hệ ba phương trình với ba 


ẩn xác định các ẩn này. Như thế, thật là hoàn toàn hợp lí nếu ta nghĩ rằng giả 
thiết của bài toán nêu ra là đủ để xác định các ẩn. 


Tuy nhiên, nếu viết các phương trình trên ra thì ta được hệ sau: 


x= *~” +3000 
v= x‡dzZ 
2 
z= Š—* _ 3000. 
2 


Cộng ba phương trình này, ta được: 

x+y+z=x+y+z hoặc 0 =0. 

Bởi vậy, bất kì phương trình nào của hệ cũng là hệ quả của hai phương 
trình khác. Hệ của ta chỉ chứa hai phương trình độc lập với nhau và do đó đúng 
là không đủ để xác định các ẩn. 

Bài toán thay đổi hoàn toàn nếu như lời di chúc có thêm câu sau: "Tôi chia 
toàn bộ gia tài của tôi gồm 15000 đồng cho ba con tôi". Câu này cho thêm 
phương trình: 


x+y+z= 15000 
vào hệ phương trình đã viết ở trên. 

Bây giờ, ta đã có một hệ phong phú hơn gồm bốn phương trình. Nhưng nói 
chung, một hệ bốn phương trình với ba ẩn số là mâu thuẫn. Song, trên thực tế 
thì hệ của ta không mâu thuẫn mà vừa đủ để xác định ẩn, và hệ cho ta: 

x=7000, y=5000, z = 3000. 

Ta có thể dễ dàng vượt quả những mâu thuẫn bể ngoài trong thí dụ không 
sâu sắc lắm trên đây, tuy nhiên việc giải thích kĩ cũng có thể là có ích. 

Nếu nói là "hệ z phương trình với n ẩn xác định các ẩn đó" thì không đúng. 
Thật vậy, ta vừa thấy một thí dụ đầy mâu thuẫn với ø = 3. Song, điều ta muốn 
nói đến ở đây không phải là một định lí toán học mà là một điều khẳng định có 
tính chất gợi ý về phương pháp nghiên cứu trong thực tế, điều khẳng định đó 
như sau: "hệ z phương trình với ø ẩn nói chung xác định các ẩn ấy". Từ "nói 
chung" có thể giải thích một cách khác. Ở đây, ta nói đến cách giải thích "thực 
tế" có phần nào mơ hồ và thô sơ: khẳng định là đúng "nói chung" nếu như nó 
xảy ra trong "đại đa số các trường hợp mà chắc là ta phải gặp". 

Khi bắt đầu giải một bài toán vật lí hoặc hình học bằng đại số, ta thường cố 
gắng một cách trực giác biểu diễn giả thiết đưa ra xét bằng các phương trình. Ta 
cố gắng biểu diễn điều này hay điều khác của giả thiết đó bằng một phương trình 
và cố gắng sử dụng hết mọi giả thiết như vậy. Nếu ta chọn được bao nhiêu phương 
trình ứng với bấy nhiêu ẩn, thì ta hi vọng rằng có khả năng xác định được các ẩn 
này. Hi vọng đó thật hợp lí. Ta thường "gặp. các phương trình một cách tự nhiên"; 
ta có thể hi vọng là mình đang ở trong "trường hợp tổng quát". Song, thí dụ ta vừa 
gặp ở mục này lại không được tự nhiên lắm, nó đã được nghĩ ra một cách đặc biệt 
nhằm giải thích rõ ràng rằng khẳng định có tính chất gợi ý về phương pháp nghiên 
cứu không tuyệt đối chắc chắn. Do đó, thí dụ này nằm trong phần cơ sở của 
nguyên tắc gợi ý về phương pháp, vẫn hoàn toàn không mất hiệu quả. 
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Trong cuộc sống hằng ngày, ta thường tin vào những điều tương tự như 
vậy. Ta có đầy đủ cơ sở để không đến nỗi quá lo sợ về những cái gì quá bất 
thường. Có bức thư bị mất và có chuyến tàu bị đổ, tuy vậy tôi vẫn cứ gửi thư và 
không lưỡng lự chút nào khi bước chân lên tàu. Nói cho cùng thì việc các bức 
thư bị mất và các chuyến tàu bị đổ là những chuyện đặc biệt bất thường; trường 
hợp bất hạnh như vậy có xảy ra thì cũng chỉ chiếm một tỉ lệ rất nhỏ. Vậy tại 
sao trường hợp bất hạnh đó phải xảy ra đúng vào lúc này? Tương tự như vậy, 
một điều hoàn toàn tự nhiên là phương trình với ø ẩn mà ta nhận được có thể 
là không đầy đủ để xác định các ẩn. Tuy nhiên, nói chung thì điều đó không 
xảy ra; vậy thì tại sao điều đó phải xảy ra đúng vào lúc này? 

Ta không thể sống cũng như không thể giải toán nếu không có một chút lạc 
quan nào. 


4. Mệnh đề đơn giản hơn được ưa chuộng hơn 


Các nhà triết học kinh viện nói rằng "Sự đơn giản là dấu vết của chân lí". 
Đến nay, khi nhân loại đã già dặn hơn và đã tích luỹ được khá nhiều kinh 
nghiệm khoa học của các thế kỉ qua, ta cần phát biểu thận trọng hơn; ta biết 
rằng, chân lí có thể cực kì phức tạp, có thể là các nhà triết học kinh viện không 
có ý định nói rằng sự đơn giản là thuộc tính ắt có của chân lí; cũng có thể họ có 
ý muốn phát biểu nguyên tắc về mặt phương pháp nghiên cứu: "Cái gì là đơn 
giản thì có nhiều triển vọng là chân lí". Có lẽ tốt hơn nữa là nói ngắn hơn nữa 
và giới hạn trong lời khuyên tâm thường: "Trước tiên, bạn hãy thử điều đơn 
giản nhất". 

Lời khuyên dựa trên lương tri này bao gồm (đúng là có đôi chút chưa rõ 
ràng) các biện pháp có tính chất gợi ý đã xét ở trên. Thể tích thay đổi khi hình 
dạng thay đổi - đó không chỉ là trường hợp thông thường, mà còn là trường hợp 
đơn giản nhất. Hệ ø phương trình với ø ẩn xác định các ẩn ấy, đó không chỉ là 
trường hợp tổng quát mà còn là trường hợp đơn giản nhất. Điều hợp lí là trước 
tiên hãy thử trường hợp đơn giản nhất. Cho dù rút cuộc ta có phải xét chi tiết 
hơn các khả năng phức tạp hơn đi nữa thì việc nghiên cứu trước trường hợp đơn 
giản nhất vẫn có thể là bước chuẩn bị có ích. 

Trước tiên, hãy thử điều đơn giản nhất - đó là một phần của cách xử lí, 
thuận lợi khi gặp các bài toán lớn hơn hoặc nhỏ hơn. 

Ta hãy thử hình dung (có đơn giản đi khá nhiều và chắc chắn với ít nhiều 
sai lệch) tình thế của Galilei khi ông nghiên cứu định luật rơi của các vật thể. 
Nếu ta muốn chọn một ngày tháng xác định nào đó làm mốc cho kỉ nguyên của 
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khoa học hiện đại thì ngày Galilei tiến hành việc nghiên cứu này có thể là thích 
hợp hơn cả. 

Ta cần hiểu rõ hoàn cảnh của Galilei. Ông có một vài người thầy, một vài. 
người bạn tán thành quan điểm của ông, nhưng ông lại bị trường phái triết học 
đang thống trị thời đó, những môn đồ của Aristote phản đối quyết liệt. Họ đã 
đặt câu hỏi: “Tại sao các vật lại rơi?" và họ đã thoả mãn với một câu giải thích 
hời hợt đó, hầu như chỉ thuần tuý bằng lời. Galilei hỏi:"Các vật rơi như thế 
nào?" và ông đã cố gắng tìm câu trả lời dựa vào thí nghiệm và hơn thế nữa, câu 
trả lời chính xác, có thể biểu thị bằng các số và các khái niệm toán học. Việc 
thay thế câu hỏi "Tại sao?" bằng câu hỏi "Như thế nào?", việc tìm câu trả lời 
dựa vào thí nghiệm và việc tìm định luật toán học, diễn tả một cách cô đọng 
các sự kiện thực nghiệm - đó là điều thông thường trong khoa học hiện đại, 
nhưng trong thời đại của Galilei thì đó là điều mới lạ, có tính chất cách mạng. 

Một hòn đá rơi từ chỗ cao hơn sẽ đập xuống đất mạnh hơn. Chiếc búa rơi từ 
một điểm cao hơn sẽ làm cho chiếc cọc cắm xuống đất sâu hơn. Vật rơi càng 
xa điểm ban đầu của nó thì chuyển động càng nhanh hơn - tất cả điều đó là rõ 
ràng từ những quan sát trực tiếp. Cái gì là đơn giản nhấr? Hình như ta chỉ cần 
giả sử đơn giản rằng vận tốc của vật, bắt đầu rơi từ vị trí tĩnh, là z/ lệ với quãng 
đường vật đã đi. Galilei nói: "Nguyên tắc này thật hết sức hiển nhiên, nó tương 
ứng với thí nghiệm của ta về các máy hoạt động do va chạm". Nhưng rút cuộc 
Galilei gạt bỏ thuyết vận tốc tỉ lệ với khoảng cách, coi "đó không chỉ là một sai 
lầm mà còn là điều không thể có được". 

Các ý kiến phản đối của Galilei, chống lại giả thuyết mà ban đầu ông cho 
là điều tất nhiên, có thể diễn đạt rõ ràng và chính xác hơn bằng các kí hiệu của 
giải tích các vô cùng bé. Dĩ nhiên việc làm này là một sai lầm về lịch sử: giải 
tích các vô cùng bé được phát minh sau khi Galilei mất và ít ra cũng một phần 
do ảnh hưởng các phát minh của ông. Song ta vẫn sẽ sử dụng phép tính này. 
Giả sử ¿ là thời gian trôi qua từ lúc vật bắt đầu rơi, còn x là quãng đường vật đã 


đi. Như vậy vân tốc bằng ¬ (một trong những thành tựu của Galilei là đã diễn 


đạt được khái niệm vận tốc một cách chính xác). Giả sử gø là hằng số dương 
thích hợp. Khi đó "giả thuyết đơn giản này",vận tốc tỉ lệ với quãng đường vật 
đã đi, được biểu thị bằng phương trình vi phân: 


đx 

—=&x. l 

m5 (1) 
Ta phải thêm điều kiện ban đầu 

x=0khi/=Q. (2) 
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Từ phương trình (1) và (2) suy ra rằng 
Kt ST, khi £ = 0. (3) 
đi 
Điều này biểu thị rằng vật thể rơi bắt đầu chuyển động từ vị trí tính. 
Nhưng nếu lấy tích phân phương trình vi phân (1), chúng ta lại được: 
dx 


—= [zz:. Inx = ø: +Ínc. 
* 


trong đó, c là một hằng số nào đó. Điều này cho ta: 


f 
x=ce”, ` —=gceŸ. 


dị 


Song, từ đó ta có: 
x=c>Q0Ô, để an II khi =0 
đt 


điều này mâu thuẫn (IL) và (2): chuyển động thoả mãn phương trình vi phân (1) 
không thể bắt đầu từ vị trí nh. Và như vậy, giả thuyết dường như là "dĩ nhiên”, 
là "đơn giản nhất", thật ra là một giả thuyết đầy mâu thuẫn bên trong, "không 
chỉ là sai lầm mà còn là điều không thể có được", như Galilei đã phát biểu. 
Nhưng điều "đơn giản nhất tiếp theo sau” là cái gì? Ta có thể giả thuyết 

rằng vật thể rơi bắt đầu chuyển động từ vị trí tĩnh, có vận tốc tỉ lệ với thời gian. 
Đó là quy luật nổi tiếng mà rút cuộc Galilei đã đi đến được. Theo kí hiệu hiện 
đại, quy luật này được biểu diễn bằng phương trình: 

so 

dị =&:› 


và chuyển động thoả mãn phương trình này tất nhiên là có thể bắt đầu từ vị trí nh. 
5. Cái vốn 

Ta không thể không khâm phục đặc tính mạnh đạn suy nghĩ của Galilei, 
tính tự do không bị lệ thuộc vào các thành kiến triết học và chủ nghĩa thần bí 
của ông. Tuy nhiên, ta cũng phải khâm phục cả những thành tựu của Kepler, 
người đương thời với Galilei, đã bị ảnh hưởng sâu xa của chủ nghĩa thần bí và 
các thành kiến của thời đại. 

Ta khó hiểu rõ được quan điểm của Kepler. Bạn đọc ngày nay ngạc nhiên 
về tên gọi như "Nhập môn về nghiên cứu địa đồ vũ trụ, nội dung bí mật vũ trụ, 
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về tỉ lệ lí thú của các quỹ đạo thiên thể, các nguyên nhân thích đáng và thực sự 
của các số, các đại lượng và chuyển động chu kì của các thiên thể, được chứng 
minh bằng năm hình đều”. 


Nội dung lại càng làm tả ngạc nhiên hơn nữa: thiên văn học quyện với thần 
học, hình học lẫn lộn với thiên thể học. Tuy nhiên, dù nội dung có phần kì quặc 
thế nào đi nữa thì công trình đầu tiên này của Kepler đã đánh dấu bước đầu của 
các phát minh vĩ đại về thiên văn của ông và ngoài ra cũng làm nổi bật một cách 
hấp dẫn và sinh động cá tính của ông. Niềm khao khát hiểu biết của ông thật 
đáng khâm phục, mặc dù hầu như nó chỉ ngang với niềm khao khát bí ẩn của ông. 


Như tên gọi tác phẩm của ông đã nói lên hoàn toàn đúng, Kepler có ý định 
khám phá ra nguyên nhân hoặc nguồn gốc của số các hành tĩnh, khoảng cách 
từ chúng đến Mặt Trời, chu kì quay của chúng. Thật vậy, ông hỏi: tại sao lại có 
vừa đúng sáu hành tinh? Tại sao quỹ đạo của chúng được sắp xếp cụ thể như 
thế? Những câu hỏi này thật kì lạ đối với chúng ta, nhưng đối với một số người 
cùng thời với ông lại không kì lạ chút nào. 

Một lần, ông nghĩ rằng ông đã khám phá ra bí mật và ghi vào quyển sổ tay 
của mình: "Quỹ đạo của Trái Đất, hay là mặt cầu, là thước đo của tất cả. Hãy 
ngoại tiếp Trái Đất một hình thập nhị diện: mặt cầu bao quanh nó là Sao Hoà. 
Hãy ngoại tiếp Sao Hoả một hình tứ diện: mặt cầu bao quanh nó là Sao Mộc. 
Hãy ngoại tiếp Sao Mộc một hình lập phương: mặt cầu bao quanh nó là Sao 
Thổ. Bây giờ hãy nội tiếp Trái Đất một hình nhị thập diện: mặt cầu bao quanh 
nó là Sao Kim. Hãy nội tiếp Sao Kim một hình bát diện: mặt cầu bao quanh nó 


là Sao Thuỷ. Bây giờ ta đã có cơ sở cho số các hành tỉnh"), 


Như vậy, Kepler hình dung 11 mặt đồng tâm, 6 mặt cầu sắp xếp xen với 5 
đa diện đều. Mặt đầu tiên và ở ngoài cùng là một mặt cầu và mỗi một mặt trước 
đó. Mỗi mặt cầu đều gắn liền với một hành tinh: bán kính mặt cầu bằng khoảng 
cách (khoảng cách trung bình) từ hành tinh đến Mặt Trời. Mỗi đa diện đều nội 
tiếp mặt cầu trước, bao nó, và ngoại tiếp mặt cầu sau, chứa trong nó. 

Và Kepler bổ sung: "Tôi chưa bao giờ tìm được đủ lời lẽ để diễn đạt sự 
khâm phục của mình trước phát minh này”. 

Kepler đã so sánh tỉ mí giả thuyết của mình với các sự kiện (về mặt này 


ông là một nhà bác học hiện đại). Ông lập bảng, bảng này được trình bày ở đây 
dưới hình thức hiện đại hơn chút ít (bảng l). Cột (1) đánh số hành tinh theo thứ 


(*) Kepler gạt bỏ giải thích của Rhaticus: có 6 hành tỉnh vì 6 là số hoàn chỉnh đầu tiên (số 
hoàn chỉnh là số bằng tổng các ước số của nó, không kể nó-ND). 
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tự tăng dần của khoảng cách đến Mặt Trời; nó gồm 6 dòng, nhiều hơn các cột 
sau một dòng. Cột (2) chứa tỉ số khoảng cách giữa hai hành tinh cạnh nhau đến 
Mặt Trời, theo Copernic; mỗi tỉ số đặt giữa các dòng chỉ rõ tên các hành tỉnh 
tương ứng; khoảng cách giữa các hành tinh bên ngoài là mẫu số. Cột (4) liệt kê 
năm đa diện đều theo thứ tự mà Kepler đã chọn. Cột (3) chỉ rõ tỉ số giữa bán 
kính mặt cầu nội tiếp và ngoại tiếp đa diện đều tương ứng. Các số trên cùng 
một dòng phải phù hợp với nhau. Thực ra, có hai dòng là phù hợp, và ba dòng 
còn lại thì sai lệch nhiều. 


Bảng I 


Lí thuyết Kepler so sánh với các điều quan sát được. 
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Bây giờ, Kepler bắt đầu thay đổi quan điểm và sửa chữa giả thuyết ban đầu 
của mình (điều này ít nhiều làm ta nghĩ đến một nhà bác học hiện đại). Điều 
sửa chữa cơ bản là ở chỗ ông so sánh khoảng cách từ Sao Thuỷ đến Mặt Trời 
không phải với bán kính của mặt cầu nội tiếp hình bát diện mà với bán kính 
của hình tròn nội tiếp hình vuông, có được do một mặt phẳng đối xứng nào đó 
cắt hình bát diện. Tuy nhiên, không đi đến được một sự hoà hợp bất ngờ nào 
giữa giả thuyết và điều quan sát. Dù sao, ông vẫn tin chắc vào quan niệm của 
mình. Hình cầu là "vật thể hoàn thiện nhất", và sau hình cầu là năm hình đa 
diện đều. Kepler đã thoáng có ý nghĩ rằng vô vàn các vì sao bất động có thể có 
quan hệ nào đó với tập hợp khó phân biệt các vật thể không đều. Đối với ông, 
điều rất "tự nhiên" là Mặt Trời và các hành tinh, phải có mối liên hệ nào đó với 
các vật thể Ơclit tuyệt vời nhất. Điều đó có thể xem như là bí mật của hệ thống 
vũ trụ, "bí mật vũ trụ". 


Trên quan điểm hiện đại, giả thuyết của Kepler có vẻ là vô lí. Ta biết nhiều 
mối liên hệ giữa các sự kiện quan sát được với các khái niệm toán học, nhưng đó 
là các quan hệ có tính chất hoàn toàn khác. Ta chưa biết một mối liên hệ có ích 
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nào lại có sự tương tự dễ thấy nào đó với giả thuyết Kepler. Điều lạ lùng nhất mà 
ta thấy là Kepler lại có thể tin vào sự tồn tại của một cái gì sâu xa ẩn sau con số 
các hành tinh và đặt câu hỏi: "Tại sao lại có vừa đúng sáu hành tinh?". 

Có thể nảy sinh xu hướng coi giả thuyết của Kepler như là một điều nhầm 
lẫn lạ lùng. Tuy nhiên, ta cũng phải tính đến khả năng là một số các lí thuyết 
mà ngày nay ta nói đến một cách trân trọng có thể sẽ bị xem như một điều 
nhầm lẫn lạ lùng, nếu không phải là bị hoàn toàn quên bắng trong một tương 
lai không xa. Tôi nghĩ rằng, giả thuyết của Kepler thật hết sức có ích. Nó chỉ ra 
một cách đặc biệt rõ ràng hoàn cảnh mà ta đang nói tới: Niềm tin vào giả 
thuyết chắc chắn sẽ phụ thuộc vào toàn bộ cái vốn” của ta, phụ thuộc vào tất 
cả không khí khoa học chung của thời đại chúng ta. 


6. Ta chưa tận dụng 


Thí dụ trên đây đã nêu lên hàng đầu một đặc điểm quan trọng của các suy 
luận có lí. Ta hãy thử mô tả đặc điểm này ở một mức độ tổng quát nhất định. 

Ta có một giả thuyết nào đó gọi là A. Như thế có nghĩa là A là một mệnh 
đề đã được diễn đạt rõ ràng, nhưng chưa được chứng minh. Ta nghĩ rằng A 
đúng nhưng trên thực tế ta chưa biết là A đúng hay không. Dẫu sao ta vẫn ít 
nhiều tin vào giả thuyết của mình. Niềm tin như vậy có thể có, nhưng không 
nhất thiết phải có một cơ sở rõ ràng. Giả thuyết A nảy sinh hoàn toàn bất ngờ 
sau một thời gian dài suy nghĩ về bài toán nào đó mà không đạt kết quả rõ 
ràng. Giả thuyết A có thể là lối thoát duy nhất ra khỏi tình thế rối ren, nó cũng 
có thể hầu như là không còn điều gì đáng nghi ngờ nữa, mặc dù ta vẫn không 
thể nói được là tại sao. 

Tuy nhiên, sau một thời gian nhất định, trong óc ta có thể nảy ra những lí lẽ 
rõ ràng hơn, tuy vẫn chưa chứng minh được A, nhưng chắc chắn là có lợi cho A: 
các lí lẽ theo tương tự, theo phương pháp quy nạp, theo các trường hợp có liên 
quan, theo kinh nghiệm chung hoặc theo sự đơn giản riêng của chính bản thân 
A. Những lí lẽ như vậy không cho một chứng minh chặt chẽ nào, nhưng có thể 
làm cho A trở nên rất có lí. 

Song, tất cả những gì ta đã phát hiện ra trong giả thuyết đó mà không có 
những lí lẽ diễn đạt chính xác nào, phải làm cho ta thận trọng. 

Và ta sẽ lần lượt hiểu rõ những lí lẽ này. Một điểm sáng tỏ đầu tiên trên 
nền tối đã xuất hiện. Tuy nhiên, sau điểm này trên nền còn có một cái gì đấy, 


(*) tức là "toàn bộ gia tài trí tuệ” (theo chú thích của bản dịch tiếng Nga). 
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bởi vì sau đó lại rút ra được một lí lẽ sáng tỏ khác... Và cứ như vậy, sau mỗi 
điểm sáng tỏ lại có thể có một điều gì đó. Có thể rằng, cái vốn này là vô tận. 
Có thể rằng niềm tin của ta vào giả thuyết không bao giờ chỉ dựa trên các cơ sở 


đã được sáng tỏ, niềm tin đó một phần nào có thể cần đến toàn bộ vốn của ta 
làm căn cứ. 


Dẫu sao, các cơ sở có lí đều quan trọng và các cơ sở có lí đã được sáng tỏ 
lại càng đặc biệt quan trọng. Khi nghiên cứu một thực tế dễ quan sát, ta không 
bao giờ có thể đi đến một chân lí đã được chứng minh, bao giờ ta cũng phải dựa 
vào một cơ sở có lí nào đó. Khi nghiên cứu các vấn đề toán học thuần tuý, ta có 
thể đi đến một chứng minh chặt chẽ. Tuy nhiên, đi đến được chứng minh đó có 
thể là rất khó và việc xét các cơ sở và dự đoán có lí có thể cho ta dựa tạm thời 
và rút cuộc có thể dẫn ta đến việc khám phá ra chứng minh cuối cùng. 

Các lí lẽ ơristic (heuristic) là quan trọng mặc dù chúng chưa chứng minh 
được cái gì. Việc làm sáng tỏ các lí lẽ ơristic của ta cũng quan trọng, mặc dù 
sau mỗi lí lẽ đã được làm sáng tỏ như thế, có thể lại còn có một cái gì nữa - có 
thể là một cơ sở nào đó càng mờ mịt hơn, càng quan trọng hơn. 


Điều đó gợi ra một nhận xét khác: nếu trong mội trường hợp cụ thể ta chỉ 

có thể làm sáng tỏ một số cơ sở có lí của ta và không có một trường hợp cụ thể 

nào trong đó ta sử dụng hết mọi cơ sở ấy thì liệu có thể hi vọng mô tả trừu 
tượng mọi dạng của cơ sở có lí một cách triệt để không? 


7, Những giả thuyết ơristic thông thường 


Một vấn để khác được để ra từ hai trong các thí dụ của ta (§2 và 3). Ta hãy 
nhắc lại sơ lược một tình huống và sẽ đề cập đến một tình huống tương tự. 


Khi làm một bài toán nào đó, từ những nguồn rõ ràng là khác nhau, bạn 
nhận được bao nhiêu phương trình nếu có bấy nhiêu ẩn. Bạn cần biết rằng n 
phương trình không phải bao giờ cũng đủ để xác định ẩn: các phương trình có 
thể là phụ thuộc vào nhau hoặc mâu thuẫn với nhau. Song, đó là trường hợp 
ngoại lệ và như vậy có lẽ điều hợp lí là hi vọng rằng các phương trình của bạn 
sẽ xác định các ẩn. Bởi vậy, bạn hãy tiến lên, hãy biến đổi các phương trình của 
mình và hãỳ xem từ đó suy ra được cái gì. Nếu có mâu thuẫn hoặc bất định thì 
điều này một phần nào sẽ được phát hiện. Mặt khác, nếu bạn đi đến một kết 


quả chính xác thì bạn có thể cảm thấy rất muốn bỏ thì giờ và công sức để 
chứng minh chặt chẽ. 


Khi giải một bài toán khác, bạn đi đến tích phân từng phần một chuỗi vô 
hạn. Bạn cần biết rằng một phép toán như vậy không phải bao giờ cũng hợp lệ 
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và có thể dẫn đến kết quả không đúng. Song, đó là trường hợp ngoại lệ và như 
thế thì điều hợp lí là hi vọng rằng chuỗi của bạn sẽ dẫn bạn đến chỗ cần thiết. 
Bởi vậy, có thể là hợp lí nếu cứ tiến lên, xét xem có thể suy ra được cái gì từ 
công thức của bạn, một công thức chưa được chứng minh hoàn toàn và Bác 
sang một bên nỗi lo lắng về phép chứng minh đây đủ. 


Ở đây, ta đã để cập đến hơi giả thuyết ơristic thông thường, một về hệ 
phương trình, một về chuỗi vô hạn. Trong mọi lĩnh vực toán học đều có những 
giả thuyết như vậy và một trong các thành tựu chính của một chuyên gia trong 
lĩnh vực đó là hiểu biết về các giả thuyết phổ biến, hiểu rõ có thể sử dụng 
chúng như thế nào và có thể tin cậy chúng đến đâu. 

Tất nhiên là không nên quá tin vào một dự đoán, vào các giả thuyết oristic 
thông thường và vào cả các giả thuyết của chính bản thân bạn. Không chứng 
minh đã tin rằng dự đoán của bạn là đúng thì thật là mù quáng. Tuy nhiên, bắt 
tay làm một cái gì với niềm hi vọng rằng dự đoán của bạn có thể là đúng, thì 
điều đó có lẽ hợp lí. Lạc quan một cách thận trọng là một quan điểm thông minh. 


CÁC THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG XI 


1. Trong một tam giác cho biết đáy a, đường cao h ứng với a và góc œ đối 
diện với a. (a4) Hãy dựng tam giác; (b) tính diện tích tam giác. Tất cả các 
dữ kiện có cần hay không? 

2. Trong một hình thang, cho biết chiều cao (đường vuông góc với hai cạnh 
song song) là h, đường trung bình (đường song song với hai cạnh song song 
và cách đều các cạnh này) là m, các góc œ và j nằm giữa một trong hai 
cạnh song song và hai cạnh còn lại (cạnh bên). (a) Hãy dựng hình thang, 
(b) Tính diện tích của nó. Tất cả các dữ kiện có cần hay không? 

3. Đới câu là một phần mặt cầu nằm giữa hai mặt phẳng song song. Chiêu 
cao của đới cầu bằng khoảng cách giữa hai mặt phẳng này. Cho trước bán 
kính hình câu là r, chiêu cao của đới cầu là h và khoảng cách từ tâm hình 
cầu đến mặt phẳng giới hạn gần tâm hơn là d. Hãy tìm diện tích của đới 
cầu. Bạn có những nhận xét gì? 

4. Một mặt cầu thứ nhất có bán kính là a. Một mặt câu thứ hai, có bán kính là 
b, cắt mặt cầu thứ nhất và đi qua tâm mặt cầu này. Hãy tính diện tích phần 
mặt câu thứ hai nằm trong mặt câu thứ nhất. Bạn có nhận xét gì? Bạn hãy 
thử lại những trường hợp đặc biệt. 

3. Hãy xét lại thí dụ §2 và hãy chứng mình lời giải. 
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Hình cầu phân là một phân của hình cầu nằm giữa hai mặt phẳng song 
song. Bê mặt của nó gôm ba phần: mặt đới cầu và hai hình tròn gợi là đáy 
và nắp của cầu phân. Ta sẽ dùng các kí hiệu dưới đây: 

a là bán kính đáy, 

b là bán kính nắp, 

h là chiêu cao (khoảng cách giữa đáy và nắp), 

M là diện tích thiết diện ngang trung bình (song song với đáy và nắp và 
cách đều chúng), 

V là thể tích cầu phân. 

Cho trước a, b và h. Hãy tìm Mh - V. 

Bạn có những nhận xét gì? Bạn hãy thử lại vài trường hợp đặc biệt. 

Trục của một hình nón đi qua tâm một hình câu. Mặt nón cắt mặt câu theo 
hai đường tròn và chia hình câu ra làm hai phần: "phần hình câu bị đục 
thủng theo hình nón" và "cái nút” (xem 

hình lI1.2, phải quay hình này quanh 

đường thẳng AB); cái nút ở trong hình 

nón. Giả sử r là bán kính hình cầu và c 

là chiều dài của dây mà khi quay tạo nên 

lỗ thủng hình nón và h (chiêu cao phần 

hình cầu bị đục thủng) là hình chiếu của 

c xuống trục của hình nón. Cho trước r, 


^ 


c và h. Hãy tìm thể tích "phần hình cầu —_B 
bị đục thủng theo hình nón". Bạn có Hình 11.2. Hình cẩu bị đục thủng 
những nhận xét gì? theo hình nón 


Trục của một hình paraboloit tròn xoay đi qua tâm một hình cầu và mặt 
của chúng cắt nhau theo hai đường tròn. Hãy tính thể tích vật hình nhân 
nằm giữa hai mặt này (ở trong hình cầu 
và ở ngoài paraboloit), nếu cho biết bán 
kính hình câu là r, hình chiếu h của vật 
hình nhẫn xuống trục của paraboloit và 
khoảng cách d từ tâm hình cầu đến đỉnh 
của paraboloit (hãy quay hình 1].3 quanh 
OØx). Bạn có nhận xét gì? 


Cho trước đáy dưới một hình thang a, đáy 

trên là b, và chiêu cao là h; a> b; Hình Hình BÉ TT “ã “ thủng 
ạ mm... f 

thang quay quanh đáy dưới của nó sẽ tạo #Ó66262350272% 


nên một hình tròn xoay (hình trụ được phủ bằng hai hình nón. Hãy tìm (a) 
thể tích vật thể tròn xoay; (b) diện tích mặt ngoài của nó. Dữ kiện có đủ để 
xác định ẩn không? 

19. Có 10 số được chia theo một thứ tự nhất định uị, uạ, uạ,..., u;ọ, liên hệ với 
nhau sao cho mỗi số, bắt đâu từ số thứ ba, là tổng của hai số đứng trước: 

H„ = H„Ặ¡ + Hạ; với n = 3, 4,... 10. 

Cho trước u;, hãy tìm tổng của 10 Số uị + Hạ +... + Hị, 
Các dữ kiện có đủ xác định ẩn không? 

11. Hãy tính 

Í dx 

¿(+2 +xZ) 
Bạn có nhận xét gì? Hãy thử lại các trường hợp œ = Ú, a —> ®, d ~> -®. 

12. Hãy khái quát hoá thí dụ l1] (trước tiên, hãy thử điều đơn giản nhất). 


13. Hãy viết một phương trình với một ẩn, mà phương trình không xác định 
được ẩn. . 

14. Nếu bản chất các ẩn bị giới hạn bởi một điều kiện phụ thích hợp thì một 
phương trình có thể xác định nhiêu ẩn. Chẳng hạn nếu x, y, z, là các số 
thực thì chúng hoàn toàn được xác định bởi phương trình 


xÃ+ y? +z?=0. 
Hãy tìm mọi bộ các số nguyên dương x, y thoả mãn phương trình xŸ + y = 126. 
15. Hãy tìm mọi bộ các số nguyên dương x, y, z và u thoả mãn phương trình 
x°+yˆ+z?+uˆ=64 
16. Trường hợp tổng quát. Hãy xét hệ ba phương trình tuyến tính với ba ẩn: 
đqx + bịy + cịz = dị, | 
azx + bạy + cạz = đ›, 
axx + bạy + cạz = đà. 


Giả sử 12 số đã cho ai, bị, cụ, dụ, aạ..., dy là các số thực. Hệ được gọi là xác 
định nếu nó chỉ có một nghiệm (chỉ có một bộ ba số x, y, Z thoả mãn hệ), là 
bất định nếu nó có vô số nghiệm và không tương thích nếu nó không có 
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nghiệm nào. Xét trên những quan điểm khác, trường hợp hệ xác định được 
coi là trường hợp ngoại lệ, không bình thường, không tiêu chuẩn, không đúng. 

a) Về mặt hình học, ta có thể coi tập hợp ba số x, y, z như một điểm trong 
hệ toạ độ vuông góc, còn mỗi phương trình như tập hợp các điểm thoả mãn 
phương trình này, như một mặt phẳng (thật ra, để giải thích được như vậy, 


da phải giả thiết rằng vế trái của mỗi phương trình có ít nhất một hệ số 


17. 


18. 


19. 
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khác 0, nhưng ta sẽ giả thiết như vậy). Hệ ba phương trình là xác định nếu 
ba mặt phẳng chỉ có một điểm chung. Khi chúng có hai điểm chung thì 
chúng cũng có cả một đường thẳng chung và như vậy hệ là bất định. Khi ba 
mặt phẳng song song với cùng một đường thẳng, nhưng cả ba không có HỘI 
điểm chung nào thì hệ là không tương thích. Nếu ba mặt phẳng ở trong "vị 
trí tổng quát", nếu chúng được chọn ' một cách tuỳ ý” thì chúng chỉ có một 
điểm chung và hệ là xác định. 

b) Về mặt đại số thì hệ ba phương trình là xác định khi và chỉ khi định thức 
thành lắp từ 9 hệ số ở vế trái là khác 0. Do đó, hệ là xác định nếu trong 
dạng của phương trình không có một điều kiện đặc biệt hoặc điều hạn chế 
nào đối với các hệ số. 


c) Ta có thể giải thích tập hợp 9 hệ số (thực) (an, đạ, 4š, Đỳ,..., Cy) như một ` 
điểm trong không gian 9 chiếu. Những điểm tương ứng với các hệ không 
xác định (bất định hoặc không tương thích), thoả mãn phương trình (định 
thức = 0) và như vậy, chúng tạo nên một đa dạng với số chiêu thấp hơn 


(“siêu diện" 8 chiêu). 


d) Vô cùng ít khả năng để một hệ ba phương trình tuyến tính với ba ẩn số, 
lấy tuỳ ý, là bất định. Xem thí dụ 14 - 23. 

Hãy xét các hình cầu nội tiếp và ngoại tiếp mỗi một trong năm đa diện đều, 
hãy tính tỉ số các bán kính của chúng. 

Cột (3) bảng I vẫn không đổi nếu ta đổi chỗ hình lập phương với hình bát 
điện, hoặc hình thập nhị diện với hình nhị thập diện. Đối với lí thuyết của 
Kepler thì sự bất định này phải xem là khó khăn cơ bản. Tuy nhiên, Kepler 
tỏ rõ tài sáng tạo phi thường trong việc tìm ra các nguyên nhân làm cho 
một trong năm vật thể này có ưu thế hơn các vật thể khác. 


Hãy tìm một tính chất hình học đơn giản nào đó phân biệt ba đa điện mà 
Kepler sắp xếp quanh quỹ đạo Trái Đất với hai đa diện mà ông sắp xếp ở 
trong quỹ đạo này. 


Không có ý kiến nào thực sự tôi. “Nhiều dự đoán có thể sai lâm, nhưng vẫn 
là có ích, nếu nó dẫn ta đến một dự đoán tốt hơn", "Không có một ý kiến 


20. 


nào thực sự tôi nếu ta biết tiếp thu một cách có phê phán. Cái thực sự tôi là 
chẳng có ý kiến gì". Hầu như ngày nào tôi cũng dùng câu châm ngôn này 
để an ủi một sinh viên này hoặc một sinh viên khác đang đề xuất ra một ý 
kiến trung thực nhưng ngây thơ. Châm ngôn này thích hợp cả với hoàn 
cảnh bình thường hằng ngày và với việc nghiên cứu khoa học. Nó lại rất 
thích hợp với trường hợp của Kepler. 

Chính bản thân Kepler với cả một trình độ trí tuệ độc đáo, chuyển tiếp từ 
quan điểm trung đại sang quan điểm hiện đại, cũng cho là ý kiến kết hợp 
sáu hành tỉnh với năm hình đa điện đều có vẻ mù quáng. Song, tôi không 
sao hình dung nổi rằng người cùng thời với Kepler là Galilei lại có thể 
quan niệm như thế. Đối với trí tuệ của ta ngày nay, ý kiến này ngay từ đầu 
có vẻ khá tôi, vì nó quá ít liên quan tới toàn bộ kiến thức còn lại của ta về 
thiên nhiên. Giả thuyết của Kepler, cho dù nó có phù hợp tốt nhất với điều 
quan sát được, thì nó vẫn ít được xác nhận, vì nó không được củng cố bằng 
sự tương tự với một trong các tài liệu đã biết nào khác của ta. 

Song, dự đoán của Kepler tuy sai nhưng rõ ràng là vẫn có ích để chuyển 
sang một dự đoán tốt hơn. Nó đưa Kepler tới việc nghiên cứu tỉ mỉ hơn 
khoảng cách trung bình giữa các hành tỉnh, quỹ đạo của chúng, thời gian 
quay của chúng; đối với những điều này, ông hi vọng tìm ra một "lời giải 
thích" tương tự nào đó và như vậy, rút cuộc nó dẫn tới các quy luật nổi 
tiếng của Kepler về chuyển động của các hành tỉnh, dẫn đến Newton và 
toàn bộ quan điểm khoa học hiện đại của ta. 


Một vài giả thuyết ơristic thông thường. Đáng lế phải trình bày đầy đủ hơn 
về mục này, nhưng ta sẽ giới hạn trong những lời dẫn ngắn gọn và nhận xét 
lẻ tế. Ta phải thận trọng khi giải thích từ "nói chung" theo nghĩa “thực 
tiễn", không tránh khỏi ít nhiều mơ hồ. 

Nếu trong một hệ phương trình, số phương trình bằng số ẩn, thì "nói chung” 
các ẩn được xác định. 

Nếu trong một bài toán, số điều kiện bằng số tham số được sử dụng, thì 
điều hợp lí là bắt đầu từ chỗ thừa nhận sơ bộ rằng bài toán có lời giải. 
Thí dụ, một dạng thức toàn phương của n biến cho n(n + I)/2 hệ số, và 
phép biến đổi trực giao cho n biến phụ thuộc vào n(n — 1)!2 tham số. Bởi 
vậy, ngay từ đầu một điều khá có lí là mọi dạng thức toàn phương của n 
biến đêu có thể đưa về biểu thức sau đây, qua một phép biến đổi trực giao 
thích hợp: 


2 2 g2 
4q, + 32y2 +... + 3„Yj 
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trong đó y, yạ,..., y„ là những biến mới được đưa vào trong phép biến đổi, 
còn Âạ, Âa,..., Â„ là những tham số thích hợp. Thật vậy, biểu thức này phụ 
thuộc vào n tham số và: 

n{n + 1)/2 = n(n -— l)/2 + n. 
Nhận xét này nảy ra sau khi chứng mình mệnh đề trên trong những trường 
hợp riêng n = 2 và n = 3 và sự giải thích ý nghĩa hình học của các trường 
hợp này có thể làm cho ta tin khá chắc chắn rằng điều đó đúng cả trong 
trường hợp tổng quát. | 
"Hai pháp toán giới hạn nói chung là giao hoán". Nếu một trong hai phép 
giới hạn đó là phép lấy tổng của một chuỗi vô hạn và phép toán kia là phép 
lấy tích phân thì ta có trường hợp đã nói ở §7. 
"Cái gì đúng trước khi tiến tới giới hạn thì nói chung cũng đúng tại giới hạn”. 
Nếu cho trước a„ > 0 và lima, =a thì không thể kết luận rằng a > 0; chỉ 

n—›œ * 


a >0 là đúng. Ta hãy xem đường cong như giới hạn của những đường gấp 
khúc nội tiếp và mặt như là giới hạn của những đa diện nội tiếp. Việc tính . 
chiêu dài của một đường cong như là giới hạn chiêu dài của đường gấp khúc 
nội tiếp cho ta kết quả đúng, song việc tính diện tích một mặt như là giới hạn 
diện tích của mặt đa diện nội tiếp có thể đưa đến kết quả không đúng. Nguyên 
tắc ơristic đã phát biểu, mặc dù cũng dễ dẫn ta đến sai lâm, nhưng vẫn là cơ 
sở quý giá nhất để làm xuất hiện những ý mới. Xem thí dụ 9.24 chẳng hạn: 
"Hãy coi mội hàm số chưa biết, đầu tiên như là một hàm đơn điệu”. 


Ở §2 ta đã làm một điều tương tự với lời khuyên này khi ta giả thuyết rằng 
nếu hình dạng vật thể thay đổi thì thể tích của nó cũng thay đổi và ta đã ải 
đến sai lầm. Song, nguyên tắc đã phát biểu thường là có ích. Có thể là ta 
phải chứng minh một bất đẳng thức có dạng: 


b b` 
[Z@œ4< [zo04 


trong đó a < b. Chúng ta có thể bắt đầu bằng cách thử chứng mình một bất 
đẳng thức mạnh hơn, tức là chứng mình ƒ(x) < g(x). Điêu đó đưa tới chỗ 
ban đâu phải giả thiết rằng hàm số có đạo hàm bằng g(x) —ƒ(x) là đơn điệu 
(bài toán nhằm so sánh các giá trị của hàm số này tại x = và x = b). 
Nguyên tắc đã nêu nằm trong nguyên tắc ơristic tổng quát hơn: "Trước tiên 
hãy thứ điều đơn giản nhất". 
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31. 
32. 
a3. 
34. 
kh N 
36. 


« 


38. 


39. 
40. 


1) Hãy lấy trường hợp (3, 2) của thí dụ 2-1), thí dụ 25, lấy trên mỗi kinh tuyến 
một cung giữa hai vĩ tuyến: M =7, Ð = 8, C= 12; 7+8 z 12+ 2; trong trường 
hợp này, trong số các nước có một vùng cầu và do đó mâu thuẫn với điều kiện 
1), nhưng không mâu thuẫn với điều kiện 2) của thí dụ 29. 


2) Trường hợp M = I, Ð = I, C = 0 (một nước, chứa toàn bộ mặt cầu, trừ 
điểm toán học ở Bắc cực); trường hợp sào chuẩn tắc, 1 + 1 =0+ 2, nhưng 
mâu thuẫn với l) hay 2) của thí dụ 29,.. 


Không có lời giải. 

3M: + 4M¿ + 5M: +... = 3D¿ + 4D¿ + 5D; +... = 2C. 

Tương ứng là 4r, 12m, 8, 367, 207. 

2,œ = M¿ + 2rM¿ + 3M; +... 

Trên cơ sở các thí dụ 34, 32, 31: >œ = m>( — 2)M„ = 2x(C — M). 

Đa giác cầu lồi với ø cạnh có thể chia ra  — 2 tam giác cầu. Do đó: 

A =ơi + Œ¿ +... + On — (n —.2)7t= 27t — (T— ŒỊ) — (T— 02) —... — (— Œạ) = 
=2rn—đi—đạ—...— dạ =212ố— P. 

Các mặt của hình đa diện, đi qua cùng một đỉnh bao gồm một góc khối 


trong; Descartes gọi phần phụ của nó là một góc khối ngoài. Lấy đỉnh đó 
làm tâm vạch một hình cầu bán kính 1, nhưng chỉ giữ phần quạt cầu ở trong 
góc khối ngoài. Các hình quạt cầu có được như vậy tại các đỉnh khác nhau 
của hình đa diện, tạo thành một hình cầu đầy, nếu chúng di chuyển đồng 
thời, giống như trong hình phẳng tương tự (hình 3.7) các hình quạt tròn, 
nếu di chuyển đồng thời, tạo thành hình tròn. Chúng ta lấy diện tích của 
hình đa giác cầu tương ứng làm số đo của góc khối; số đo chung của tất cả 
các khóc khối ngoài của hình đa diện đúng bằng 4¡r. 
Giả sử P¡, Pạ,..., Pg là chu vi của các đa giác cầu, tương ứng với B góc khối 
trong của hình đa diện. Thế thì do các thí dụ 36, 37, ta có: 
2,0 = Pị + P¿ +... + Pg= 2# — A'i + 2£— A'; +... + 2Ø — A'p = 2B — 47. 
Trên cơ sở các thí dụ 35 và 38: 2r(C —- M) = 3)œ = 2z(Ð - 2). 
Trên cơ sở các thí dụ 31 và 32: 

3M =3M¿ + 3M¿ + 3M: +... < 3M¿ + 4M¿ + 5M; +... = 2C 
và có bất đẳng thức đầu tiên trong sáu bất đẳng thức nêu ra. Ta có dấu đẳng 
thức khi M = Mạ, tức là khi tất cả các mặt đều là tam giác. Từ công thức 
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Euler và bất đẳng thức vừa chứng minh, ta khử trước hết C, rồi M, ta có hai 
bất đẳng thức sau cùng ở dòng đầu: chúng trở thành đẳng thức khi và chỉ 
khi tất cả các mặt là tam giác. Thay đổi vai trò của M và Ð, như đã chỉ dẫn 
trong các thí dụ 3 và 4, ta có ba bất đẳng thức đề ra ở dòng hai; chúng trở 
thành đẳng thức khi và chỉ chỉ mọi đỉnh của đa diện đều là đỉnh của góc 
tam diện. Một số các bất đẳng thức vừa chứng minh đã có trong các bút kí 
của Descartes. 

Từ định lí Euler ta được: 6M— 2C = 12 + 2(2C - 3Ð) 

từ đó, trên cơ sở các thí dụ 31, 32 và 40: 

3M¿ + 2Mạ + Ms = 12 + 22C — 3Ð) + M; + 2M; +... 3M; + 2Mạ + Ms > 12. 


Như vậy là các mặt của mọi hình đa diện lồi phải có ít hơn sáu cạnh. 


CHƯƠNG IY . 
R¿ (25) = 12, xem §2, S:(11) = 3. 


Ra(zø) là các nút mạng trên mặt phẳng và thuộc đường tròn bán kính *ln 5 
tâm là gốc toạ độ (Hãy chọn trường hợp ø = 25, thí dụ l và vẽ phác đường 
tròn này). 

Ra(n) là số nút mạng trong không gian và trên mặt cầu đường kính ^ln, 
tâm là gốc toạ độ. 

Nếu p' là số nguyên tố lẻ thì Rạ(?) = 12 hoặc 4, tuỳ theo số p khi chia cho 
4 còn dư I hay 3. 

Sự so sánh các bảng gợi ý: nếu p là số nguyên tố lẻ thì, hoặc cả p lẫn p? 
được biểu thị thành tổng của hai bình phương hoặc cả p lẫn pˆ không biểu 
thị được như vậy. Những điều quan sát của chúng ta xác nhận thêm một ít 
giả thuyết chính xác hơn là: nếu p là số nguyên tố lẻ thì R;(p) = 8 hoặc 0, 
tuỳ theo số p khi chia cho 4 còn dư 1 hay 3. 

Nếu p = xˆ+ y thì p =x'+ 2x7y? + x = QœŸ — v37 + (2xy)?, nghĩa là, nếu 
Rz@) > 0 thì Raœ? >0. Đây chỉ là một nửa của giả thuyết ít chính xác và 
chỉ là phần nhỏ của giả thuyết chính xác hơn của chúng ta. (Nếu chúng ta 
biết rằng Rạ(@^) > 0 thì kết luận đối với R›(?) rõ ràng kém hiển nhiên hơn). 
Dù sao hình như đúng là sự xác nhận bộ phận như thế đã làm ta tin thêm 


19. 


11. 


nhiều vào giả thuyết ít chính xác, ngoài ra nó làm lòng tin của ta tăng thêm 
một ít vào giả thuyết chính xác hơn. 


Rs(w) = 0 với nø = 7, 15, 23, 28 và không như vậy với những giá trị khác của 
n dưới 30, xem bảng II trang 97. 


Đây là những đóng góp tương ứng vào Szứ): 1)24, 2) 12, 3) 6, 4) 4, 5) 1. 


Một là phải dựa vào những trường hợp đã nêu trong thí dụ 7. Nếu Sx(4z) lẻ 
thì tất yếu xuất hiện trường hợp 5), và như vậy: 


4u=d°+a +a +adˆ 


2 
u=q 


Hai là ước số /2 tương ứng với mọi ước số đ của u, và nếu không bằng 
dˆ thì hai ước số này khác nhau. Do đó, các ước số của w lẻ hay chắn tuỳ 
theo số có là một bình phương hay không; và điều đó cũng đúng với tổng 
của hai ước số này, bởi vì khi chính „ lẻ thì mỗi ước số của cũng lẻ. 
Trong §6 chúng ta đã nói đến giả thuyết S„(4„) bằng tổng các ước số của ; 
bây giờ chúng ta đã chứng minh rằng hai số này có cùng một số dư khi chia 
cho 2. Sau khi chứng minh một phần giả thuyết của chúng ta, tất nhiên 
chúng ta phải tin tưởng hơn vào giả thuyết ấy. 


1) 24 x2'=8 x48 6) 24 x 2 = 8 x 24 
2) 12x 2'=8 x24 7) 12x 2= 8 x 12 
3)6x 2=8 x 12 8)4x2Ì=8x4 
4)4x2=8x8 9)12x2ˆ=8 x6 
51x2=8x2 10)6x2?=8 x3 
11)4x2=8x1. 


Xem ở bảng H. Hãy thử ít ra là một vài số. Từ thí dụ 9, suy ra Ru(n) chia 
hết cho 8. 

Ý định nhận xét tính quy luật, dù còn tắn mạn (như đã làm trong §6) có thể 
đưa chúng ta đến việc nhóm các trường hợp rõ nhất sau đây: 

1) E2 3 5 7 1146 13 17 8Ð 3 29 


3 + 6 6 12 14 18 20 24 30 
2) “ 3+ 16 
3 3 3 5 
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15. 
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3) 4 8 12 16 20 24 :?25 
3 3 là. hà 12 54 
ở 1), 2) và 3) dòng đầu cho ø, dòng sau cho Ra(n)/8. 
Đã làm trong lời giải của thí dụ l1: I) các số nguyên tố, 2) các luỹ thừa 
của 2, 3) các số chia hết cho 4. 
Tương tự với §6, và quan sát một chút, chúng ta dễ dàng tìm ra quy luật khi 
n không chia hết cho 4. Do đó, chúng ta cần lưu ý đến trường hợp 3) trong 
lời giải thí dụ 11. 
n= 4 8 12 16 20 24 28 
n4= 1 ÂcC  s 4 § 6 7 
Ru0/8= 3 3 j 3 bộ 12 24 
Số ở dòng thứ ba, in đậm, bằng tổng tất cả các ước số của số tương ứng ở 
dòng hai, do đó bằng tổng một vài ước số của số ở dòng đầu, số mà chúng 


ta thực sự quan tâm. Những kết quả quan sát này dẫn chúng ta đến một 
phép thử khác: 


n= 4 8 12 l6 
Ra@)/S= 1+2 1+2 I+2+3+6 I+2 

n= 20 24 28 
Ra()/8=  I+2+5+10 I+2+3+6 I+2+7+14 


Những ước số nào được cộng lại? Những ước số nào bỏ đi? 


Ra(n), số các cách biểu thị z dưới dạng tổng của 4 bình phương bằng 8 lần 
tổng các ước số không chia hết cho 4 của n. (Nếu chính ø không chia hết 
cho 4 thì không có ước số nào của ø chia hết cho 4, và vì vậy, trong trường 
hợp thường gặp này, quy tắc đơn giản hơn). 


Tương ứng với các cột của bảng II: | 

31 .25+4+l+Il 2x16 32=3I+I 
9+9+9+4 4x16 

C 16 + 16 6x4 34=2+l 

33 25+4+4 12x8 48=33+lII+3+l 
l6+ 16+ 1 12x8 
l6+9+4+4 12x16 
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18. 


19. 


20. 
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5=l+l+l+l+l=4+l 
8 
R@) -[§}> +8.7.2? =2016 =16x126; 


40=25+9+1I+l+li+l+l+l, 
40=9+9+O90+9+lI+lI+l+l. 


8 
(40) =8.7 'Íl] =126. 


Tính thí dụ 16: Trên thực tế bảng II được xây dựng nhờ phương pháp mất ít 
công sức hơn so với phương pháp ở thí dụ 16; xem các thí dụ 6.L7 và 6.23. 
Trong giới hạn của bảng III cả Rạ(z) và S;(8n) tăng đơn điệu đối với ø, khi 
đó R¡(n) và S;[4(2n — L)] dao động không đêu. - 

Sự tương tự với R„(n) và Sa[4(2n — 1)] vạch rõ trên các ước số một tính quy 
luật rời fạc, dễ dàng nhận thấy rằng: nếu z lẻ thì Rạ(z)/16 và 5;(8n) đúng 


bằng nhau, nếu z chắn thì chúng khác nhau, tuy rằng trong nhiều trường 
hợp sự khác nhau khá nhỏ. 


Các số lẻ và chắn trong thí dụ 19. Các luỹ thừa của 2: 


n | 4 + 8 16 
Sa(8n) l 8 64 512 4096 
Dòng thứ hai bao gồm các luỹ thừa của 2: 

n 8 z “2N ø 2” 
S(@&n) 2 s B 5-8 ” 


Quy luật của số mũ các luỹ thừa là gì? 


Nếu ø là luỹ thừa của 2, thì Sạ(8ø) = ø”. Điều đó (và sự tăng đơn điệu của 
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23. 


24. 


25. 


26. 


1) 1L)” R;(n)/16 bằng hiệu của tổng các lập phương của tất cả các ước số 
lẻ của n và tổng các lập phương của tất cả các ước số chắn của ø. 
2) S;(8n) bằng tổng các lập phương của những ước số nào của z mà nó có 


thừa số phụ là số lẻ (nếu đ là ước số của ø thì thừa số phụ của đ là số n/d). 
Về lịch sử các định lí này và về các chỉ dẫn xem thí dụ 6.24. 


Hãy lập bảng: 


0 K 6 9 12 
5 Š lại 14 
10 13 


Qua bảng ta thấy các số 1, 2, 4, 7 là các số ENyyêu dương duy nhất không 
biểu diễn được dưới dạng đã cho. 

Trường hợp z = 3, b = 5 trong thí dụ 24; z và b là số nguyên tố cùng nhau. 
Số nguyên cuối cùng không biểu diễn được dưới dạng đã cho là ab — a — b = 
(z — 1)(b — 1) — 1. Điều đó dễ dàng hơn nhiều so với những quy luật liên 
quan đến tổng các bình phương. 

1) luôn luôn đúng, 2) không luôn luôn đúng, nhưng trường hợp ngoại lệ 
đầu tiên là n = 341. 


CHƯƠNG V 


a) và Sai du Ax... n2 F guảAi - 
3 35 3 57 2n+l 
b) Sau khi thấy rõ ràng y thoả mãn phương trình vi phân cho trước, hãy đặt: 


y=agx+ ax + da +..+ CN suáu #.¿ 


Để so sánh các hệ số của cùng một luỹ thừa, có thể dùng bảng: 


(2n+)aạ,... 
—(2n—1)4„-t... 


—đự_1--- 


cho ta đo = 1 và (2n + l)a„ = 2na„ ¡ với n 3 T. 


x 5 x x21 
2. a) y=—+-——+ #8 ——————+ 
(61 “lão 1.3.5...(2n — 1) 
x? 4 xế 
b)Vìy = si TU AÊ xạ 
Ì,. rố đu 


cho nên biểu thức khai triển này thoả mẫn phương trình: 
. y=l+xy 
Tích y cho trước thoả mãn chính phương trình vi phân này. Cả biểu thức 
khai triển và tích triệt tiêu khi x = 0. Do đó, chúng đồng nhất. 
3. Các hệ thức giữa các số z„, được nêu ra từ công thức: 


1 4ax  l6a,x? 
+ 


I+x (+z)` (+z) 


+..=l+øx°+a,x'+...= ƒ(x) 


được tỏ rõ trong bảng (xem thí dụ 1) 


| ¬i | -¬l l 
4an -4ai.3 — 4ai.6 —4a;.10 
l6a -l6a;5  16a;.l5 
—644a 644.7 
| 256a¿ 
l 0 đt 0 đ2 


Từ đó cho ta: 


2 2 2 2 
ƒŒœ)=t1+ ễ: ấ" + ¬ x+ Ta) # bảng lo # hạn 
2 2 4) - 246 2468 


Thí dụ này lí thú về mặt lịch sử.. 


4. Hãy xét cấu tạo của bảng sau (xem các thí dụ 1.3): 


dộ 3đ độ 342 dộ 342 độ 344 đâ 
3 3 đ đọ 6a;¿yag  643đ1dọ 
ứG9) : l 
đ 3 đao 
3đ; đệ 
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17 THSLCL 


3@)/@@Đ 3dga . 38t 342đ 
3dg42 

2/0) 24g 2 
64 622 642 60a 6ds 


Bắt đầu với øạ = 1, chúng ta có được liên tiếp đị, đ2, đa, đa VÀ 4s = 8. 
Từ sự so sánh các biểu thức khai triển ở §1. 


a) g?/15. b) +œ. Trong cả hai trường hợp ngoại biên sai số đều dương, giá 
trị gần đúng lớn hơn giá trị thực. 


a) £”/15. b) 1/3. Trong cả hai trường hợp ngoại biên, giá trị gần đúng lớn 
hơn giá trị thực. 

Ax(a2 + bˆ + c)”. Có một cơ sở nào đó để nghỉ ngờ rằng biểu thức gần 
đúng này cho một giá trị vượt quá giá trị thực. 


Khi chuyển từ tích phân sang chuỗi, bạn hãy sử dụng biểu thức khai triển 
nhị thức và các công thức tích phân của thí dụ 2.42. 


œ `. 2n 
foal1—L 2e sa 
7ˆ“24 1n 2n—i 


vn _4n-] 1 e” 
P'=2mtn Ế “An 4n~ || 


Bạn hãy sử dụng lời giải của thí dụ 9 và hãy đặt 


———-s..——=g,. Khi đó, ø) 5 ấn với n > 2 và với e >0. 


E—P=2nz (8, — 8x)# Z/(2n — Ù > 0. 
2 


Số hạng đầu của sai số tương đối đối với P” bằng: 
-[œ + 3(1 — œ)]e /64 +... 
và, do đó, nó có bậc 4, nếu œ # 3/2 và P" #P + (P—-P}⁄2. 


ác đi 


12. (P"—E)/E=3.214;8 +... khi z nhỏ, 
= (3m 8)/8=0,1781, khie= 1, 
= 0,00019, khi e = 4/5. 
Từ đó, giả thuyết P" > E. 


nn-›œ' H 


13. e = n1 + ¿ . Do đó, kết luận mà ta mong muốn tương đương với: 


" 
H(œ + 
(n+ p)a, 


Điều thừa nhận ngược lại là: 
bạn 
(n+ p)a„ 
với n >N, N đã được xác định trước, hay là: 


H(ai + 


Tmtp Ấn đc 

n+p ñn n+p 
Ta xét các giá trị n = (m — ])p: 

mp (m-ljp  mp 


f(m lp — Ẩtm-2)p đ 


(nm-lp (m-2)p  (m-l)p 


Cũng như ở §5, ta kết luận rằng đối với hằng số c thích hợp: 


_ | =] 
—=<c-a l+—+...+— 
/) 2 m 


và khi z —>œ thì điều kiện đó dẫn tới mâu thuẫn với giả thiết ø„ > 0. 
14. Thí dụ z„ = z“ ở §4 gợi ý cho ta: 


a„ = n lnn đối với n = 2, 3, 4,... 
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Với sự lựa chọn này: 


(5 mi _ § TH: aann| : 


D, nÌnn 


" 


` n 
(n + p)Ìnn + l+(n + | = NG tà, 
H 2n 


nÏÌnn 


với „ —> 0. 
Những định trị được xét là 900-tung độ của đường tăng chậm y = lgx — 2. 
Những định trị này tương ứng với x = 100, I0I,.... 999: kí hiệu lg chỉ 
lôgarit thập phân. Bảng I chỉ rõ có bao nhiêu điểm trong số 900 điểm này 
trên đường cong nằm trong dải nằm ngang có chiều rộng l/10. Ta xét 
những điểm mà tại đó, đường cong này đi vào và đi ra khỏi dải này. Nếu x„ 
là hoành độ của điểm như thế thì: 
lg x„ — 2 = n/10, 
x„ = 100.109 
với  = 0, 1, 2,... Số các số nguyên trong một khoảng bất kì thì gần bằng 
chiều dài của khoảng: hiệu nhỏ hơn đơn vị. Vì thế, số các định trị được 
xét có chữ số đầu tiên là ø thì gần bằng x„,¡ — x„, với sai số nhỏ hơn 1. 
Bây giờ: 
#m¿ị — +;z = 100(1019 _ 1y1g10 
là số hạng thứ z của cấp số nhân có công bội: 
109 = 1,25893. 
Bạn hãy tiên đoán và hãy phát hiện ra hiện tượng tương tự trong bảng 
lôgarit thập phân với sáu chữ số thập phân. 
Sự lặp lại một cách tuần hoàn có thể (và phải) được coi như là một loại đối 
xứng, nhưng nó có mặt trong tất cả các trường hợp, vì thế, ta sẽ không nhắc. 
đến nó nữa. Trong sự phân loại của ta có những loại đối xứng sau đây: 
1) Tâm đối xứng. Kí hiệu: ¿, /. 
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17. 


18. 


K2 


4. 


2) Trục đối xứng. Kí hiệu là n nếu trục này nằm ngang và kí hiệu là đ hay 
ở' nếu trục thẳng đứng. 
3) Đối xứng trượt. nếu dịch chuyển các "băng" theo phương pháp nằm 
ngang và đồng thời lấy đối xứng với đường thẳng nằm ngang ở tâm, thì nó 
sẽ trùng với chính nó (trong các “băng” 5, 7,a, b). Kí hiệu là T. 
Trên hình 5.2 có biểu diễn các loại đối xứng sau (dấu phẩy (,) dùng để 
phân biệt hai phần tử đối xứng của cùng một loại, chẳng hạn như ¿ và ? hay 
đ và đ' khi vị trí của chúng ở trong hình căn bản khác). 

1) đ: không có đối xứng (trừ tính tuần hoàn). 


3] gi. fb.= 
1) fdữ.du,đ¿.... 
4) c:n 

5) a:T 


6) _c:n; (4, 0), (đ, ?), (4, £), (đ, †)... 

J7) b:T;d tủ, k.e' 
Hình 5.2 biểu diễn tất cả các loại đối xứng có thể có được, bạn có thể tin 
vào điều đó nhờ phép quy nạp. 
Biểu diễn ba loại đối xứng khác nhau: l cùng loại với 2; 3 cùng loại với 4. 
Hãy cố tìm tất cả các loại. : 
Hãy bỏ qua những chỉ tiết phụ thuộc vào đặc điểm của từng kiểu chữ in. 
1) trục đối xứng, 2) trục đối xứng nằm ngang, 3) tâm đối xứng, 4) tất cả ba 
kiểu đối xứng trên gộp lại, 5) không có đối xứng. Cũng vậy đối với năm 
đường cong biểu diễn năm phương trình trong toạ độ vuông góc. Có thể 
dùng một biến dạng nào đó của bài toán để làm cho bài học về hình học 
giải tích được sinh động. 


CHƯƠNG VI 


x(l — x) Z. Trường hợp riêng của thí dụ 3 khi z) = (I — xì” bạn sẽ tìm 
được nó bằng cách kết hợp các thí dụ 4 và 5. 


Xxƒ(x) =Š  ng,x", : 
n=0 


xi) = 3 may jể. 


n=0 
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109. 


(1—x)'ƒ@) = Ÿ (4y +ái +...+2„)x” trường hợp riêng của thí dụ 6. 
n=0 


sœ 


ƒz).g(z+) = Đ_(anb, +ab,¡ +...+ „bạ)X”. | 


n=0 
D; = 1; D„ =2; Dạ = 5; Dạ = 14. Đối với trường hợp D bạn hãy trở lại hình 
6.1; có hai cách chia khác nhau loại I, 6 loại II và 6 loại HH. 
Công thức truy tóán được xác nhận đối với n = 6: 

14=1x5+lx2+2x1l+5xI. 

Hãy chọn một cạnh nhất định để làm đáy của đa giác (trên hình 6.2 là cạnh 
nằm ngang) và bắt đầu phân chia bằng cách vẽ những cạnh thứ hai và thứ 
ba của tam giác A, mà cạnh thứ nhất được coi là đáy. Khi đã chọn A, bạn 
còn phải chia đa giác có k cạnh ở bên trái A và một đa giác khác có n + 1 — k 
cạnh ở bên phải. Cả hai đa giác này đồng thời cho D„D„„¡ ¿ khả năng. Bạn 
hãy chọn k = 2, 3, 4,..., ø — 1; cố nhiên là bạn phải giải thích trường hợp 
k = 2 một cách thích hợp. 
Theo các thí dụ 4 và 6, công thức truy toán đối với D„ cho: 


xgø(z) = D„r + [ø@œ)Ï. 
Bạn hãy chọn nghiệm nào của phương trình bậc hai này mà biểu thức khai 
triển của nó được bắt đầu từ x?: 
gŒœ) = (/2)[1 — (1 — 4x)'']. 
Sau khi khai triển hàm này và sau khi dùng các kí hiệu đối với các hệ số 
nhị thức, bạn sẽ thấy: 


Tốt hơn là như sau: 


Ở đây, mỗi ø, v, w độc lập có giá trị là tất cả các số nguyên (từ —œ đến œ), 
sao cho tổng ba tầng mở rộng trên tất cả các nút mạng không gian (xem thí 
dụ 4.2). Để thấy rằng đó là một hàm dẫn xuất đối với R:(n), bạn chỉ nên 
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11. 


12. 


1, 


14. 


15, 


1ó. 
17. 


18. 


chọn những số hạng mà số mũ của luỹ thừa u?+v” + wˆ có cùng một giá 
tTỊ 7. 


œ œ k 
43 Ry(n)x" = Š A6) : 
n=0 


n=0 


Mc k 
SS,(0)x" flẺ | | 
ml n=l 


Giả sử I, J, K và L là những chuỗi lụỹ thừa nào đó mà tất cả các hệ số là 
những số nguyên. Khi đó, các hàm dẫn suất đối với R¡(z), R¿(n), Ra(n) và 
RgŒ) tương ứng có dạng: 

1+ 2I; 

(1+2 =1 +4; 

(1+4Jˆ=1+8K; 


(1+8K)”= 1+ 16L. 


9 25 49 81 8 2 


x+x +x" +x +x +..=x(l+x +x j.” 


l7 Hư 7”. }.=PE: 
Trong đó, P là một chuỗi luỹ thừa nào đó mà hệ số của xˆ biến thành 0 khi ø 
không chia hết cho 8. Các hàm dẫn xuất đối với: 

| SỊ(n), S2(n), Sa(n), Sạ(n) 
tương ứng là: 

xP, x ụ xPÍ, xŠPẺ. 
Trên cơ sở của các thí dụ 6 và 11: 
Gˆ*t = G*GQï 

trong đó G biểu thị hàm dẫn xuất đối với R(n). 
Tương tự như thí dụ 15, trên cơ sở các thí dụ 6 và 12. 
Hãy dùng các thí dụ 15 và 16 khi k = ¡ = 4. Những phép tính thực tế đã 
được thực hiện theo phương pháp này với các lần kiểm tra ngẫu nhiên theo 
hai nguồn, như các thí dụ 4, 16 và 23. 


1) Từ các thí dụ 14 và 16, suy ra: 
Sa) Sz(Bn — 4) + S4(12)54(8n — 12) +... + S¿(8n — 4)S4(4) = Sa(8n). 


Trong §4.6 có nêu giả thuyết cho rằng S4[4(2n — 1)] = ơ(2n — 1) còn thí dụ 

4.23 có giả thuyết Sạ() = øa(w), nếu w là số lẻ. 

2) ơ(1) ơ(9) + ø(3) ø(7) + ø() ơ(5) + ø(7) ø(3) + ø(9) ø(l) = 
=2(x13+4 x8) +6 x6= 126 = 5” + lỶ = ø;(5). 

3) Hình như đúng là sự xác nhận đó đã làm cho tăng thêm niềm tin vào cả 

hai giả thuyết đến một mức độ nào đó. 


-1 „k(k+l 
12. DI | 2 ? sao _ 


với u = 1, 3, 5,...; phép lấy tổng mở rộng cho tất cả các số nguyên âm, thoả 
mãn bất đẳng thức: 0< k(@& + L)<u. 


20. ơø(3) = 4o(]1), 
2ø(5) = 3øÓ@), 
3ø(7) = 2ø(5) + 12ø(1), 
4ơ(9) = ø(7) + 11ø@). 
Đẳng thức sau cùng dương, vì: 4x13=8+l1x4. 
21. Công thức truy toán đối với S„(4(2n — 1)] đã được chứng minh trong thí dụ 
19. Trong thực tế, công thức truy toán này cho một hệ thống vô hạn các hệ 


thức. Hệ thống này xác định Sz[4(2n — 1)] một cách đơn trị nếu cho Sx(4). 
Sau nữa, ta biết rằng: 
S¿(4) = ơø(1) = 1. 
Nếu ơ(2n — 1) thoả mãn chính hệ thống các hệ thức truy toán đó như 
Sz[4(2n — 1)] thì: 
Sa[4(2n — L)] = ø(2n — l), 

đối với n = 1, 2, 3.... vì rằng hệ thống đã xác định lời giải một cách đơn trị. 

Ngược lại, nếu đẳng thức cuối cùng này được thoả mãn thì ø(2n — 1) thoả 

mãn hệ thức truy toán kể trên. 
22. Ta giả sử rằng: 
G=øg +aix + a2#ˆ + a‡x” +... 
H=”ọẹ+Hịx + nạ? + uạX” +. 


GÏ=H. 
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Cũng như trong thí dụ 19, từ đó suy ra rằng: 
GxH..¿xGH=0 

Bạn hãy cho hệ số của x” bằng 0: 

` —(k+])m]a„u„ „ =0. 

m=0 
Bạn hãy coi øo, đ¡, 2;,... như những số đã cho. Từ đẳng thức này, bạn có thể 
biểu diễn w„ qua „_¡, ⁄„-2,...wị, uọ nếu ø # 0. Bạn thấy rằng ứrọ = đụ”. 
Bạn hãy ứng dụng thí dụ 22 vào trường hợp k = 8. 

G=1+2x+2x1+2x)+2xl6+ 

Theo thí dụ 11, kết quả của thí dụ 12 cho: | 
nRg(n) = 2(9 — n) Rạ(n — L) + 2(36 — n) Rạ(n — 4) +2(81 — n) Rạ(w — 9) +... 
Bạn hãy đặt Rạ(n)/16 = r„. Khi đó rọ = 1/16 và ta liên tiếp tìm được z¡, ro, 
rạ,.... ro từ các đẳng thức: 


rị = lỐrg 
2ra = l4rt, 
3r2 = 12rạ, 
4ra = lŨr + 64rọ, 
5rs = 8rạ + 62m, 


Ốzs = 6rs + 60z-, 

Trạ = Ärs + 58ra, 

6rg = 2r; + 56r¿, 

9rọ = 54rs + 144rg 

1Ũrio =— 2rạ + 52rạ + 1427. 
Khi dùng những công thức này để tính toán, ta có một khả năng rất tốt để 
tự kiểm tra: vế phải của phương trình mà từ đó suy ra r„ chia hết cho ø:. 


Cũng phương pháp đó cho công thức truy toán đối với Rx„Œz), trong đó * là 
số nguyên đã cho > 2, cũng như công thức truy toán đối với S„(n). 


25. Bạn hãy kí hiệu tích vô hạn phải xét bằng s. 


Sau khi dìh— #É rn và dùng thí dụ 10 của Euler, bạn sẽ được: 
2 v 


" 
3 _na„x 
m 
ị= ›x = 


Cả ba tổng này đều lấy từ 1 đến œ. Bạn hãy nhân đẳng thức này với mẫu số 


k>ø()x'= 


của vế phải và hãy xét hệ số của | 


Trong trường hợp của Euler k = 1. Trường hợp k = 3 cũng cho một kết quả 
tương đối đơn giản. Trong những trường hợp khác ta không biết đầy đủ về 


định luật của các hệ số của đ„. 


1, 24. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VH 
1. 1—4+9—16+...+(—1)”  n = cụ S5, 
Để chuyển từ ø sang ø + 1 cần chứng minh rằng: 
(1) (n+U= “` -ŠÖ sa“ 


2. Muốn chứng minh rằng: 


„.-( )*()»(0): =“(/}*)*)*E} ==42)»4)} 


ta sử dụng thí dụ tương ứng 3.11, 3.12, kết hợp với biểu thức P„ và thí dụ 3.20. 
Sau đó, giả thiết rằng các đẳng thức viết trên là đúng, ta cần xác minh rằng: 
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Cả ba đẳng thức này đều suy ra từ một sự kiện đã biết (từ hệ thức cơ bản 


: M n+I H n 
của tam giác Pascal): — = : 
. \k+l k+I k 


Xem "Giải một bài toán như thế nào?". 
35 453 ở 2m#l 
#Ãã g8Nệ ic ä 
Muốn chuyển từ z sang ø + 1 cân chứng minh rằng: 
` 1 _ h†2. 2n 
k (0+1) 2n+2 n+1” 


- So sánh với thí dụ 2.23. 
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; ÐÔ. j. 9 2uèi 
51 TT "mx 
Muốn chuyển từ nø sang ø + 1 cần chứng minh rằng: 
4 2n+3 2n—l 
“(On+Uf 2n+12n+l 
So sánh với thí dụ 2.31. 


Trường hợp tổng quát thực tế tương đương với trường hợp giới hạn: 


x X 2x? 4x! 8x" 
+ =# r† š 
l-x l†xz lI+rxư l+x` l1+8x 
từ đó trường hợp riêng nêu ở đầu bài được suy ra bằng cách sau: thay x 
bằng x l6 và nhân với 16, ta được: 
l8” lạc” - suyẹt 
l6 ki 32 


SP vá 


l—x lk yŠ 1e 


Sau đó lấy đẳng thức đầu trừ đi đẳng thức này. Nếu ta đặt 2"! = mm thì VIỆC 
chuyển từ ø sang ø + 1 đòi hỏi: 


mx”" — 2mx?"  mx 


1+x” I1—x?” 1_—x"” 


Cần chứng minh: 
1+3+5+7+...+ (2n —1) = n. 
Muốn chuyển từ ø sang nø + 1, cần chứng minh rằng: 


2n+1=(n + 1)” — n?. 


14, 


thẳng phân biệt, chẳng hạn ở và c. Khi đó giao điểm của b và c được xác 
định duy nhất và cũng phải nằm cả ở trên z (vì, theo giả thiết, khẳng định 
của ta đúng với nø = 3) và ở trên đ (do cùng lí do). Do đó khẳng định đúng 
với ñú + l = 4. Tuy nhiên, nếu tất cả 4 đường thẳng trùng nhau thì khẳng 
định sẽ hiển nhiên. Suy luận đó mất hiệu lực khi chuyển từ 2 sang 3. 


15. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VII 


1) đường thẳng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung; 4) các 
đoạn thẳng đi qua điểm đã cho và tâm; 5) đoạn thẳng của đường vuông góc 
qua tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 6) các đoạn của đường thẳng nối 
các tâm. Trong mỗi bài toán, ta đã không chú ý tới trường hợp đó coi như 
hiển nhiên tuy nó có thể quan trọng. h 

1) đường thẳng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung; 4) đường 
vuông góc; 5) đường vuông góc chung; 6) xem §4; 7) các đoạn của đường 
thẳng nối điểm với tâm; 8) đoạn thẳng của đường vuông góc qua tâm, 
không có khoảng cách lớn nhất; 9) đoạn thẳng của đường vuông góc qua 
tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 10) các đoạn thẳng nối các tâm. Ta 
không chú ý tới trường hợp khoảng cách ngắn nhất bằng 0. 

1) Các đường tròn đồng tâm; 2) các đường thẳng song song; 3) các đường 
tròn đồng tâm. 

1) Các mặt cầu đồng tâm; 2) các mặt phẳng song song; 3) các mặt trụ có 
trục chung; 4) các mặt cầu đồng tâm. 

2) Xem §3. Các câu hỏi khác tương tự. 

6) Có đúng một hình trụ, trục là đường thẳng đã cho thứ nhất và tiếp tuyến 
là đường thẳng đã cho thứ hai. Điểm tiếp xúc là điểm cuối đoạn thẳng biểu 
diễn khoảng cách ngắn nhất. Các câu hỏi khác tương tự. 

Ta gọi một trong các cạnh đã cho là đáy. Giả sử đáy ở vị trí cố định, còn 
cạnh thứ hai quay quanh đầu cố định của nó. Ta gọi đầu kia của nó là X. 
Điểm X vạch ra một đường tròn, các đường đồng mức là các đường song 
song với đáy, tam giác vuông có diện tích lớn nhất (điều đó hiển nhiên). 

Ta gọi cạnh đã cho là đáy, giả sử đáy ở vị trí cố định. Ta gọi đỉnh đối diện 
là X và giả sử X di chuyển. Điểm X vạch ra một đường elip, các đường đồng 
mức là các đường song song với đáy, tam giác cân có diện tích lớn nhất. 
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({l— x)"*! Ƒ (x) = Pn(*) = aix + axF +... +2„x” 
trong đó ai, z¿,..., ø„ được giả thiết là các số nguyên dương. Từ định nghĩa 
truy toán ta suy ra công thức truy toán: 
Pa+i() = x[( — x)P'„Œ) + (n + 1)P„@œ)] 
và điều đó chứng tỏ rằng các hệ số của x, x2, 3”,.... 4,” và VÉ trong P„„¡(x) 
tương ứng bằng đ;, nơi + 242, (n — 1)a¿ + 343,..., 2đ„ ¡ + na„, z„, điều đó 
làm cho điều khẳng định của ta thành hiển nhiên. 
1) Tổng tất cả các hệ số của P„(+) bằng »ø!. Thật vậy, tổng này bằng Pz(1) 
và công thức truy toán cho 
P„.¡() =(n + 13 „(L} 
2) P„(+)/x là đa thức lùi, hay 
P„(L/x)v"! = PuÓ). 
Thật vậy, giả thiết rằng đi = đ„, đ; = a„.¡..., khi đó các hệ thức tương ứng 
đối với các hệ số của đa thức Paz„¡(6) được suy ra từ các biểu thức của 
chúng nêu ra ở cuối lời giải thí dụ 12. 
Q; = HẾ Q; = v5) Q+ = 45, Q„ = 4725, Q2/Q; = 3, Q2/Q; = 15, Qz/Q; = 105 
nghĩa là: 
0Ø,=1°5°°#"?, ỚnS—S) Øw- T9, 

Thật vậy, định nghĩa cho ta: 

G;.: = Q,Q;- = 2n!(2n+ 1)I 

Ø,\ Q, 1©; (m12")7 


và bằng cách đó, bạn chứng minh định luật tổng quát bằng phép suy diễn từ 
ñ — l sang n + 1, chú ý rằng: 


(2n)! _ 1.2.3.4.5.6...(2n — 1)2n 


12" _—_ 2..6.2n 


=[1.3.5...(2ø — 1)]” (2n+1). 


Suy luận dẫn ta từ 3 sang 4 cũng dùng được khi chuyển từ ø sang ø + 1, 
nhưng nó mất hiệu lực khi chuyển từ 1 sang 2. 

Từ ø = 3 sang ø + 1 = 4, ta xét các đường thẳng a, b, c và d. Ta hãy xét 
trước tiên trường hợp khi trong bốn đường thẳng này có ít nhất hai đường 


14, 


thẳng phân biệt, chẳng hạn b và c. Khi đó giao điểm của b và c được xác 
định duy nhất và cũng phải nằm cả ở trên z (vì, theo giả thiết, khẳng định 
của ta đúng với w = 3) và ở trên ở (do cùng lí do). Do đó khẳng định đúng 
với n + l = 4. Tuy nhiên, nếu tất cả 4 đường thẳng trùng nhau thì khẳng 
định sẽ hiển nhiên. Suy luận đó mất hiệu lực khi chuyển từ 2 sang 3. 


15. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VINH 


1) đường thẳng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung; 4) các 
đoạn thẳng đi qua điểm đã cho và tâm; 5) đoạn thẳng của đường vuông góc 
qua tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 6) các đoạn của đường thẳng nối 
các tâm. Trong mỗi bài toán, ta đã không chú ý tới trường hợp đó coi như 
hiển nhiên tuy nó có thể quan trọng. 

1) đường thẳng: 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung; 4) đường 
vuông góc; 5) đường vuông góc chung; 6) xem §4; 7) các đoạn của đường 
thẳng nối điểm với tâm; 8) đoạn thẳng của đường vuông góc qua tâm, 
không có khoảng cách lớn nhất; 9) đoạn thẳng của đường vuông góc qua 
tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 10) các đoạn thẳng nối các tâm. Ta 
không chú ý tới trường hợp khoảng cách ngắn nhất bằng 0. 

L) Các đường tròn đồng tâm; 2) các đường thẳng song song; 3) các đường 
tròn đồng tâm. 

1) Các mặt cầu đồng tâm; 2) các mặt phẳng song song; 3) các mặt trụ có 
trục chung; 4) các mặt cầu đồng tâm. 

2) Xem §3. Các câu hỏi khác tương tự. 

6) Có đúng một hình trụ, trục là đường thẳng đã cho thứ nhất và tiếp tuyến 
là đường thẳng đã cho thứ hai. Điểm tiếp xúc là điểm cuối đoạn thẳng biểu 
diễn khoảng cách ngắn nhất. Các câu hỏi khác tương tự. 

Ta gọi một trong các cạnh đã cho là đáy. Giả sử đáy ở vị trí cố định, còn 
cạnh thứ hai quay quanh đầu cố định của nó. Ta gọi đầu kia của nó là X. 
Điểm X vạch ra một đường tròn, các đường đồng mức là các đường song 
song với đáy, tam giác vuông có diện tích lớn nhất (điều đó hiển nhiên). 


Ta gọi cạnh đã cho là đáy, giả sử đáy ở vị trí cố định. Ta gọi đỉnh đối diện 
là X và giả sử X di chuyển. Điểm X vạch ra một đường elip, các đường đồng 
mức là các đường song song với đáy, tam giác cân có diện tích lớn nhất. 
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Các đường đồng mức là các đường thẳng x + y = hằng số, con đường vạch rạ 
là một nhánh của hypebol vuông góc mà phương trình là xy = A, trong đó A 
là diện tích đã cho. Do đối xứng, rõ ràng là có một điểm tiếp xúc mà x = y. 
Ta hãy xét các đường tròn đồng tâm mở rộng, tâm ở điểm đã cho. Về trực 
giác hình như rõ ràng là có đường tròn thứ nhất đạt tới đường đã cho; bán 
kính của nó là khoảng cách ngắn nhất. Điều đó cũng rõ ràng như trong các 
trường hợp của các thí dụ I (2) và (4). 
Sự tương giao là sự chuyển từ một phía này của đường đồng mức sang phía 
kia, và ở phía này ƒ có giá trị lớn hơn, ở phía kia có giá trị nhỏ hơn giá trị ở 
giao điểm. 
Có thể nhưng không nhất thiết. Điểm cao nhất có thể là đỉnh (bạn có thể 
muốn nhìn xem từ đỉnh này thì cảnh tượng ra sao) hoặc là đèo (bạn có thể 
leo qua đèo khi đi từ đổi này sang đồi khác) hoặc là điểm đầu hay điểm 
cuối hay điểm góc của đoạn đường đi của bạn. 
1) Đường đồng mức đối với 180” là đoạn thẳng AB, đường đồng mức đối 
với 0° là đường thẳng qua các điểm A và B, không kể đoạn thẳng AB. Mọi 
đường đồng mức khác gồm hai cung tròn, đầu cung là các điểm A và B và 
cung nọ đối xứng với cung kia đối với đường thẳng qua A và B. 
2) Nếu hai đường đồng mức phân biệt thì một đường nằm trong đường kia, 
góc AXB có giá trị lớn hơn ở đường đồng mức bên trong và giá trị nhỏ hơn 
ở đường đồng mức bên ngoài. Bằng cách giải thích thích hợp điều đó cũng 
đúng với 0°. 
Cực tiểu đạt được ở điểm mà đường ¡ cắt đường thẳng đi qua A và B tức là 
đường đồng mức. Điều đó không trái với nguyên tắc phát biểu trong thí dụ 
L1: ở hai phía của đường đồng mức đặc biệt đó, góc AXB có giá trị lớn hơn 
là ở trên đường đồng mức. 
Ta kí hiệu như ở §6. Ta tạm để C không đổi. Khi đó, vì V = zbc/3 đã biết 
nên cả zb cũng sẽ không đổi và: 

S= 2ab + 2(a + b)c 
là cực tiểu khi 2(z + b) tức là chu vi hình chữ nhật có diện tích øb là cực 
tiểu. Điều đó xảy ra khi z = b. Bây giờ bạn hãy thay đổi cách nhìn và để 
cạnh kia không đổi. 
Hãy để một trong các cạnh không đổi. Khi đó bạn sẽ có trường hợp của thí 
dụ 8 và hai cạnh khác phải bằng nhau (tam giác cân). Suy luận đó có thể áp 
dụng cho bất kì hai cạnh nào khác và tam giác phải đều. 


17. Hãy để cho mặt phẳng đáy và đỉnh đối diện cố định nhưng thay đổi đáy, 
đáy này là tam giác nội tiếp trong hình tròn đã cho. Chiều cao không đổi, 
diện tích đáy (và cùng với nó là thể tích) sẽ trở thành lớn nhất khi đáy là 
tam giác đều, theo §4(2). Ta có thể chọn làm đáy bất kì một mặt nào và, 
như vậy, khi thể tích là cực đại, mỗi mặt phải là một tam giác đều, và hình 
tứ diện là đều. 
18. Hãy coi tam giác giữa ø và b là đáy. Không thay đổi chiều cao tương ứng, 
bạn hãy thay đáy bằng tam giác vuông; sự thay đổi đó làm tăng diện tích đáy 
(thí dụ 7), và, do đó, thể tích bây giờ bạn có thể bằng phương pháp tương tự 
xét cặp cạnh khác, song tốt hơn là cho ngay c vuông góc cả với ø và với b. 
19. Cho cố định trên hình trụ một đầu đoạn thẳng cho ta khoảng cách ngắn 
nhất, bạn sẽ thấy, do thí dụ 2 (7), rằng đoạn thẳng đó là vuông góc với mặt 
cầu. Cho đầu đoạn thẳng cố định trên mặt cầu, bạn có thể thấy rằng đoạn 
thẳng đó cũng vuông góc cả với mặt cầu và hình trụ. Do đó, nó phải vuông 
góc cả với mặt cầu và hình trụ. Điều đó cũng có thể chứng minh trực tiếp. 
20. Phương pháp của thí dụ 12 chỉ rõ rằng, đoạn thẳng cho ta khoảng cách 
ngắn nhất phải vuông góc với cả hai mặt trụ. Thực tế, nó phải nằm trên 
cùng đường thẳng, trên đó có đoạn thẳng biểu diễn khoảng cách ngắn nhất 
giữa các trục hình trụ. 
21. Phương pháp của thí dụ 19 cũng tương tự với thí dụ 10 trong không gian. 
22. Theo giả thuyết: 
WX, Y, 5.) S/ÑNA, B,€....) 

đối với mọi giá trị thừa nhận được của X, Y, Z... Do đó, nói riêng 
#% B, C....) </A, B, C,...) 
ƒ@. Y, C....) < ƒ(A. B, C....) 

v.v... X, Y, Z„... có thể là các số, chiều dài, góc, điểm,... biến đổi. 

24. Hoặc xị = yị = z¡ (trường hợp ngoại lệ) hoặc đối với ø 3 l trong ba giá trị 
xzy„z„ chỉ có hai giá trị phân biệt. Ta gọi đ„ là giá trị tuyệt đối của hiệu hai 
giá trị này, chẳng hạn: 

dị = Ìxị—zt |, dạ = | yạ — x; Ï. 
Theo định nghĩa: 
Z¡ † XỊ _ 24 tửI XI T ZỊ 


2I 
g2 2 2 j 


+d) = x¿ —}¿ = 
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hoặc 0) === 


Cũng bằng cách đó: 


d - S1 -_ đn~2 =...= li 
: 2 4 2n-l 
tức là: 
"`. 
„ —1|_|, _ 3+3, +5,|_—Eu—3,†X,—Z| 24, Đo 
¬-. 3 3 


Hãy xét n số dương xị, x¿,..., x„ với trung bình cộng A đã cho: 
Xị † xạ +... + X„ = nÀ 


Nếu xị, x¿...., x„ không đồng thời bằng nhau thì một số trong đó, x¡ chẳng 


hạn, là nhỏ nhất và một số khác, x; chẳng hạn, là lớn nhất (Việc chọn các 
chỉ số chỉ là sự giản đơn hoá không có hại, cốt tiện cho việc kí hiệu. Ta 


không giả thiết vô căn cứ rằng giá trị nhỏ nhất chỉ là xị). Khi đó: 


Xị <A<. 
Bây giờ, ta đặt:  x =A,x¿ =xị +xạ—A, Xa =13,.... XU = X„ 
Khi đó: Xị †*X¿ +... tXy =X | +†X2 +X 3 +... +, 
và X X2 —XỊX¿ạ =Axi + Áx; =” — #I*¿ = (Á — xị)(x¿ — A) >0 


Do đó: 


XỊ-X2-X3... Xu <X'|X 2X... 


Nếu không phải mọi x', x›,...x'„ đều bằng nhau thì ta lặp lại quá trình đó 
và có một tập hợp ø số x"4, x"›,..., x"„ khác sao cho: 
Xj†X2†...+xn=x [+ X2 +... +, 
X1 jJa.ka... vây < Ä LẺ SV qua” 
Tập hợp xÌ, x›,..., x„ có ít nhất một phần tử bằng A, tập HỢP X4 c5 
có ít nhất hai phân tử bằng A. Trong tập hợp cuối cùng +; x?',... x”! sẽ 


ạ° ” 


chứa ø — 1 và do đó z phần tử bằng A và như vậy: 


n 
cổ = = *ị + Sh ma 
“1 §NKNM Si (3=) ; 


NA ẳằ. .xx.-N ..ưan Dưới. ` sa fNuauezwaand 
đơn giản như vậy cũng đủ để gợi ra lời giải cần tìm: hãy lấy trên mặt hình 
đa diện P một điểm D mà khoảng cách CD là cực tiểu. Nghiên cứu sơ qua 
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__"—-ằă 


Š k¿ hoàn” ở J—. tt 


và sự đóng góp chung của tất cả nước bằng ø— =1. 
Lý) 
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„` 


29. 


II- Nếu trên biên giới một nước có đèo thì nước đó là tứ giác; xem hình 
9.17. Sự đóng góp của nó vào Bp.— P+Gbằng: 


Ax1+2]~4x2+I= =- 
4 8 2 b) 


và sự đóng góp chung của cả 8 nước có đèo này là đỉnh chung, bằng: 


Tính chung tất cả các phần đóng góp theo công thức Euler bằng: 
B+K-D=2. 
c) Phép chứng minh sử dụng khái niệm "nước lũ”, thực chất không phải là 
thí dụ của "toán học vật lí": nó sử dụng các khái niệm liên quan tới kinh 
nghiệm hằng ngày chứ không liên quan tới một lí thuyết vật lí đặc biệt nào. 
Cái ẩn ý trong câu hỏi (b) của thí dụ của ta dẫn đến sai lầm: nó hình như làm 
ta nghĩ rằng B, K và D về phương điện nào đó tương tự với G, Bp và P, điều 
không bao giờ xảy ra. Tuy Vậy, đó cũng là một ẩn ý có ích: nó hướng ta chú 
ý vào định lí Euler. Điều đó tất nhiên là hoàn toàn tự nhiên: các ý kiến 
hướng dẫn ta giải các bài tập. đôi khi hoàn toàn sai lầm, tuy vậy vẫn có ích. 
a) GỌI í\ là thời gian hòn đá rơi, f; là thời gian mà sau đó tiếng động tới 
hạn. Khi đó: 


t=i\ +tạ.d= gi: /2,đ= ch. 
Khử í¡ và ¿; và giải phương trình bậc hai, ta có: 

aU? =~— c(2g) 12 + (c2(2g) ` + e)"Z 
Vì =0 thì ở = 0, nên ta chọn dấu cộng (+). 
6y d2 g12—gT B2 +.. 
Bỏ qua các số hạng không viết ở trên đây, ta có thể coi hai số hạng giữ lại 
như một công thức gần đúng thích hợp. 
c) Thật điển hình là dựa trên các quan sát vật lí, ta có thể tiên đoán số hạng 
chính của sự khai triển và cả dấu của sai số. Phương thức toán học, mà ta 
sử dụng để tìm ra công thức gần đúng thích hợp, cũng điển hình: ta khai 
triển (biểu thức đối với đ) theo luỹ thừa của đại lượng nhỏ (thời gian ?). SO 
sánh với §5.2. 


30. 


31. 


đó, 
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Gương elip trở thành gương parabol, gương này hội tụ ở tiêu điểm tất cả 
các tỉa sáng chiếu vào nó song song với trục gương. Một gương parabol nhự 
vậy là bộ phận chủ yếu nhất của kính thiên văn phản xạ. 

Các biến số trong phương trình được tách ra. Bằng các biến đổi hiển nhiên 
ta được: 


và được: 
y=c sin@, x =c [@ - (1/2)sin 2o]. 
Nhờ phép tính tích phân, ta tìm được x và phải chọn hằng số tích phân sao 
cho đường cong đi qua gốc toạ độ: từ =0 phải suy ra x = y = 0. Đặt 20 =t, 
c = 2a, ta được phương trình thông thường của xicloit: 
x=z(—sin?), y = a (1 — cos/). 
Xicloit này đi qua điểm A là gốc toạ độ. Nhánh thứ nhất của xiclôit (ứng 
với 0 <¿< 2m) đi qua điểm B đã cho chỉ với một giá trị của a. Để thấy điều 
đó, ta sẽ cho ø biến đổi từ 0 đến œ; khi đó xicloit sẽ "trương lên” quét góc 
phần tư mặt phẳng, và khi trương lên tới kích thước thích hợp sẽ đi qua B. 
Giả sử ø là bán kính hình cầu (như ở §5), j - chiều cao cầu phân, V - thể 
tích của nó và C - thể tích hình nón cùng đáy với câu phân và cùng chiều 
cao h. Gốc toạ độ (điểm O trên hình 9.13) là đỉnh chung của cầu phân và 
hình nón. Từ hình học sơ cấp và phương trình đường tròn, nêu ở §5, ta có: 
Z(2ah — h^)h 
i , 
Hãy sử dụng hình 9.13 nhưng bây giờ chỉ xét các thiết diện ngang cách O 
một khoảng cách +, trong đó 0 < x< ¡. Chuyển từ sự cân bằng của các thiết 
diện ngang, biểu thị bằng phương trình (A) sang sự cân bằng của các vật 
thể (cầu phân, hình nón - nhưng không phải hình nón thể tích C - và hình 
trụ) ta tìm thấy: 


C«e 


2a(V + ®h”.h/3) = (h/2)x(2a)?h. 


34. 


35. 


36. 


Từ đó: 
l zh? (3a — h) _ a + 24 = h) 
3 2a Œt h 
2z - h là chiều cao cầu phân phụ. 
Hãy viết phương trình đường tròn xét ở §5, dưới dạng: 


2 


2aTUC = xry? + XU. (A) 


Bây giờ chỉ treo 77, thiết điện ngang của hình nón, vào điểm H của hình 
9.13, thiết diện ngang my? của hình cầu và thiết diện ngang 7œ” của hình 
nón khác (toàn đẳng với hình nón thứ nhất) vẫn giữ nguyên ở vị trí ban đầu 
của nó (với hoành độ x). Hãy xét 0< x<¿, hãy chuyển sang sự cân bằng 
của 3 vật thể; gọi x là hoành độ trọng tâm của bán cầu và nhớ lại vị trí 
trọng tâm hình nón (khoảng cách của nó từ đỉnh bằng 3/4 chiều cao): 


2a7raˆ.a ` xa : (3a/ A4)zraˆ.a (®) 
3 5 3 
—_ Sa 
x=— 
8 


Hãy giữ nguyên tắc các kí hiệu của thí dụ 33 nhưng thay đổi các kí hiệu 
của thí dụ 34 về một phương điện: x bây giờ là hoành độ trọng tâm cầu phân 


? 


chiều cao . Hãy xét 0 < x< h, chuyển từ (A) của thí dụ 34 sang công thức: 
2a.nh2.hJ3= xV + (3 h/4) nhˆ.h/3 
nếu chú ý tới giá trị V tìm được ở thí dụ 33, thì điều trên cho ta: 
x h+4@2a-h) 
hÝx h+2(2a-h) 

Giả sử ñ là chiều cao, V là thể tích cầu phân. Hãy viết phương trình thông 
thường của parabol dưới dạng: 

2p.ry” = xx(2p)Ÿ. (A) 
Hãy chú ý thiết diện ngang Tờ? của hình parabol và thiết điện ngang x(2p)ˆ 
của hình trụ. Xét 0 < x < h và chuyển từ sự cân bằng của các thiết diện 
ngang sang sự cân bằng của các vật thể, ta được: 


2p.V = (h/2)(2p)”h (B) 
V = xph? = (3/2) 2ph(h/3). 
Chú ý rằng theo phương trình của parabol thì 2ph là đáy cầu phân. 


295 


K.yỂ 


38. 


12, 


Hãy giữ nguyên các kí hiệu của thí dụ 36 và giả sử x là hoành độ trọng tâm 
của cầu phân. Bây giờ hãy viết phương trình parabol dưới dạng: 
V.xy”= 2p”. (A) 

Hãy chú ý rrx”, thiết diện ngang của hình nón. Xét 0 < x < ¡ và chuyển từ 
các thiết diện ngang sang các vật thể, ta được: 

xV =2p.nhˆ (h/3) 
và do đó, theo thí dụ 36: 

x =2h/3. 

¡ñ = 0: thể tích hình lăng trụ, diện tích hình bình hành; ø = 1: diện tích tam 
giác trọng tâm của hình bình hành hay của hình lăng trụ; ø = 2: thể tích 
hình nón hay hình chóp, trọng tâm tam giác; n = 3: trọng tâm hình nón hay 
hình chóp. - 
Cần chú ý rằng phương pháp của Archimède như nó được trình bày ở đây, 
ở §5 và ở các thí dụ 33 - 38, cùng hợp với giáo trình hình học giải tích và 
có thể làm cho vấn đề này (vấn đề mà trong cách trình bày thông thường 
rất dễ trở thành khô khan và tẻ nhạt) có một sự hấp dẫn mới. Những mệnh 
đề của "phương pháp" mà ta không bàn tới cũng có thể xét và sử dụng một 
cách tương tự. 


32. Không có lời giải. 


CHƯƠNG X 
Không. Khuyết điểm không đến nỗi nghiêm trọng lắm: có thể xác lập sự 
tồn tại của cực đại bằng định lí tổng quát đã dẫn ra ở chương VỊH. 
Công thức tường minh đã cho trong lời giải của thí dụ 8.41 chứng tỏ rằng 
Aˆ <(œ~ a)( - b)(p — c)( — 4) và đẳng thức chỉ được thoả mãn khi và chỉ 
khi y = 180”, tức là trong trường hợp tứ giác nội tiếp đường tròn. 
Giả sử A, B và C là những đỉnh liên tiếp của một đa giác đều 0 cạnh và M 
là trung điểm của cạnh BC. Bạn hãy thay thế tam giác ABM bằng tam giác 
cân ABM (trong đó AB' = BM) có cùng đáy AM và cùng chu vi và do đó, 
có diện tích lớn, xem thí dụ 8.8. 
Nếu ta biểu diễn cả hai diện tích qua z là bán kính hình tròn và qua ø là số 
cạnh của đa giác thì còn phải chứng minh bất đẳng thức: 


„3y? : 
———\|<#r. 
n tan(7 /n) 


Nếu nhận xét rằng đa giác đều có thể ngoại tiếp đường tròn và kết quả 
muốn tìm là trường hợp riêng của thí dụ 5 thì kết quả đó sẽ còn đẹp hơn. 
Đa giác diện tích A và chu vi L ngoại tiếp hình tròn bán kính zr. Khi đó, 
hiển nhiên là 7” < a. Các đường thẳng vẽ từ tâm đường tròn tới các điểm 
của đa giác sẽ chia nó thành những tam giác có đường cao chung r, vì thế 
A = Lz/2. Sau khi kết hợp cả hai kết quả thu được, ta CÓ: 


5 
Như vậy = đúng bằng diện tích của hình tròn có chu vi L. 
7 


Giả sử A là diện tích và L là chu vi của hình đã cho, còn zr là bán kính hình 
tròn có cùng chu vi, tức là L = 21. Giả sử A„ là diện tích, L„ là chu vi của 
đa giác P„ mà khi n -> %, đa giác này tiến tới hình của ta sao cho A„ tiến 
tới A và L„ tiến tới L. Ta xét đa giác P„ đồng dạng với P„ có chu vi L, diện 


2 
tích của P'„ bằng AI] . Vì P„ có cùng chu vi với hình tròn bán kính r, 


Úi 


2 
cho nên từ §7 (4), ta kết luận rằng: A; lz) < r. 


2 
Sau khi chuyển sang giới hạn, ta được: lim 4; ñ => )À “ ØP- 
n—>œ hạ 

Điều này xác nhận khẳng định I ở §8. Tuy nhiên, đoạn văn đã trình bày ở 
§7 (5) có thể gây ra những ý kiến phản đối: ta không chứng minh rõ ràng 
rằng A < z7 như ý chừng đoạn văn này đã khẳng định. Thật vậy, khi ta 
chuyển sang giới hạn, điều kiện < có thể biến thành <. 

Cả hai khẳng định đều tương đương với bất đẳng thức: 


216V? 


E <1 


bị 
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V biểu thị thể tích, S là diện tích mặt ngoài của hộp, ở §8.6 ta đã chứng 
mình trực tiếp bất đẳng thức này. 
Tính chất tương đương của I', I' và HH được chứng minh bằng cùng một 
phương pháp như tính chất tương đương của I, H và II trong: §8. Tuy nhiên, 
[ không tương đương với I. Thật vậy, T, dưới dạng tường minh, đã phủ 
nhận khả năng vẫn còn là ngoại lệ trong I. Khả năng này là hình không 
phải là hình tròn, có thể có cùng chu vi và diện tích như hình tròn. Lập luận 
§7 (5), như nó đã được mở rộng ở thí dụ 6, chứng minh I nhưng không 
chứng minh I'; nó chứng minh rằng < là đủ đối với I nhưng không chứng 
minh rằng < là cần đối với I'. 
Toàn bộ lời giải của bài toán nêu ra chỉ như là bổ sung vào I ở §8§, đó mới 
chỉ là cần để suy ra I' từ thí dụ ổ. Dựa vào các vấn đề khác (xem các thí dụ 
10, 13) ta thấy điều đó cũng đủ để chứng tỏ tầm quan trọng của bài toán này, 
Giả sử C" là tam giác nhỏ nhất chứa C, L" là chu vị và A” là diện tích của 
nó. Khi đó hiển nhiên rằng L" <L và A"< A. Thay cho C”, ta lấy một tam 
giác đồng dạng C'; có chu vi L; diện tích của C' bằng 

AT=A" (/L9°>A">A, 
Nếu C là hình bất kì nhưng không phải là hình lôi thì ban đầu ta hãy xét 
hình lồi C" nhỏ nhất, chứa C, rồi thì xét hình C' đồng dạng với C" nhưng có 
chu vi bằng chu vi của C. Có thể lặp lại toàn bộ lập luận của thí dụ 10 cho: 
tới bất đẳng thức cuối cùng trong tình huống tổng quát hơn này. 
Bạn hãy lấy hai điểm P và Q khác nhau trên đường cong kín K giới hạn 
hình C. Trên K phải tìm một điểm thứ ba R không nằm trên đường thẳng đi 
qua P và Q vì K không thể hoàn toàn được chứa trong đường thẳng. Bạn 
hãy xét đường tròn đi qua P, Q và R. Nếu đường tròn này không trùng với 
K thì trên K phải tìm một điểm thứ tư S không nằm trên đường tròn: bài 
toán của thí dụ 9 tương đương với bài toán của thí dụ 13. 
Nếu C là hình không lồi thì phép dựng mà ta mong muốn sẽ cho thí dụ 11. 
Nếu C là hình lồi thì P, Q, R và S theo một trật tự nào đó là đỉnh của tứ 
giác lồi. Hình C tạo nên từ tứ giác này và bốn viên phân. Mỗi viên phân 
được giới hạn bởi cạnh của tứ giác và một trong bốn cung mà trên đó các 
điểm P, Q, R và S chia đường cong giới hạn C. Theo ý kiến của Steiner 
(xem §5 (2) hình 10.3 và 10.4) ta coi bốn viên phân này như là những hình 
cũng (làm bằng bìa cứng) và được gắn chặt vào các cạnh tương ứng của tứ 
giác mà ta. coi như là hình có bốn khớp mềm tại bốn đỉnh. Ta dùng kí hiệu 


14. 


15. 


16. 


của thí dụ 8.41. Khi đó, theo điều kiện cơ bản của ta e # 180”. Một sự di 
chuyển nhỏ của tứ giác ghép bởi các khớp này cũng làm biến đổi s thành e'. 
Ta lấy £' gần e sao cho bốn cung gắn chặt vào các cạnh nhưng vẫn chưa 
tạo thành đường cong tự cắt D, giới hạn hình C”. Ngoài ra, ta hãy chọn £ 
sao cho: 


|z'- 180°| < |z - 180°Ì. 


Từ đó, theo công thức đối với A7? đã cho trong lời giải của thí dụ 8.41, ta 
suy ra rằng diện tích của C' lớn hơn điện tích của C. Tuy nhiên, đường giới 
hạn của C' cũng gồm bốn cung như đường giới hạn của C; C' và C có cùng 
một chu vi. 

Cả hai suy lí này có cùng một hình thức logic. Tuy nhiên, suy lí thứ hai dẫn 
tới một kết quả sai lầm hiển nhiên nên nó phải là một suy lí không đúng. 
Thành thử, suy lí thứ nhất cũng không đúng nốt, mặc dù nó nhằm đạt tới 
kết quả có thể là chân lí. Suy lí thứ hai thực tế là một lời trào phúng tế nhị 
đối với suy lí thứ nhất. Nó là của O. Perron. 

Sự khác nhau giữa hai trường hợp này phải là một hiện tượng ngoại lai nào 
đó không được nhắc đến trong đoạn văn đã trình bày. Không có một số 
nguyên lớn nhất. Vấn đề chỉ là trong số tất cả các hình đẳng chu có một hình 
có diện tích lớn nhất. Tuy nhiên, ta vẫn chưa biết điều đó từ các thí dụ 10.13. 
Hình C không phải là một hình tròn nhưng có cùng chu vi với một hình 
tròn nào đó. Theo thí dụ 6, diện tích của C không thể lớn hơn diện tích hình 
tròn. Trong trường hợp ngược lại, như ta đã biết từ thí dụ 10.13 sẽ có một 
hình khác mặc dù có cùng chu vi như hình tròn nhưng lại có diện tích lớn 
hơn. Theo khẳng định đã được chứng minh ở thí dụ 6 thì đó là điều không 
thể có được. 


Trên hình 10.13 hai điểm A và B đã cho được nối với nhau bằng đường 
thẳng và đường cong biến thiên, cùng với miền bao quanh. Ta xét độ dài 
của đường cong và diện tích của miền này. Trong đoạn văn trình bày ở trên, 
ta đã coi độ dài đường cong như là một số đã cho và ta tìm cực đại của diện 
tích của miền, ở đây ta đã coi diện tích như là một số đã cho và ta tìm cực 
tiểu của độ dài. Trong cả hai trường hợp lời giải chỉ là một, đó là một cung 
của đường tròn. Ngay cả phép chứng minh về thực chất, cũng là-như nhau, 
ở đây cũng như ở trên, ta có thể sử dụng hình 10.14. Cố nhiên vẫn có một 
khác biệt hiển nhiên, hình viên phân (không gạch chéo) của hình tròn trên 
hình 10.14 bây giờ được dựng theo diện tích đã cho chứ không phải theo 
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chiều dài đã cho, và bây giờ ta không sử dụng định lí I' của thí dụ 8 mà sử 
dụng định lí II. 

Bạn hãy dùng thí dụ 18, hãy đồng nhất các điểm X và Y hình 10.11 Lương 
ứng với các điểm A và B hình 10.13 và hãy thêm vào hình 10.13 tam giác 
không biến đổi XYC. Sẽ đạt tới cực đại khi đường có chiều dài đã cho là 
một cung của đường tròn. 


Bạn hãy coi đường CY trên hình 10.11 như một tấm gương. Giả sử X' là 
ảnh phản xạ gương của X và bạn hãy ứng dụng thí dụ 17 vào góc XCX' và 
vào hai điểm đã cho A và X' trên hai cạnh góc. Cực đại sẽ đạt được khi 
đường có chiều dài đã cho là một cung của đường tròn, vuông góc với CY 
tại điểm Y. 


Bạn hãy ứng dụng phép biến đổi từng phần. Hãy coi điểm X như là một 
điểm cố định: theo thí dụ 18, lời giải là một cung của đường tròn vuông 
góc với CY. Hãy coi điểm Y như một điểm cố định: cung của đường tròn sẽ 
vuông góc với CY. Cuối cùng, lời giải là một cung của đường tròn vuông 
góc với CX và CY và do đó, như đã giả định ở §9, tâm của nó ở tại điểm C. 


Cực đại sẽ đạt được khi đoạn thẳng vuông góc với phân giác của góc. Nếu ta 
biết trước rằng chỉ có một lời giải thì lời giải đó được suy ra từ sự đối xứng. 
Không cần sự thừa nhận ấy, kết quả này cũng được suy ra từ thí dụ 8.59 (2). 

Theo quan niệm của hình 10.14, cực đại sẽ đạt được khi các sợi dây BC và 


DA là các cung của cùng một đường tròn mà các gậy AB và CD là các 
dây cung. 


Đường cong kín gồm 2: mẩu, z gậy xen kế ø sợi dây. Đường cong này sẽ 
giới hạn một diện tích cực đại khi tất cả các gậy là những dây cung, còn tất 
cả các sợi dây là những cung của cùng một đường tròn. 


Khi tất cả các sợi dây trong thí dụ 22 có chiều dài O, ta sẽ được §5 (2) và 
hình 10.3 và 10.4. 


Tương tự thí dụ 16: đĩa cứng, mặt biến thiên có diện tích đã cho và đường 
tròn là mép của cả đĩa và mặt, tương ứng tương tự với gậy, sợi dây và cặp 
điểm A và B. Ta ứng dụng phương pháp của thí dụ 16 (trên hình 10.14 bạn 
hãy quay đường tròn / xung quanh đường kính thẳng đứng của nó, bạn 
cũng làm như vậy với viên phân trong phần dưới của hình II nhưng bạn hãy 
biến đổi phần trên của nó một cách tuỳ tiện hơn). Sau khi thừa nhận định lí 
đẳng chu trong không gian, ta được: thể tích bị giới hạn là cực đại khi mặt 
có diện tích đã cho là một phần (một đới cầu cùng một đáy) của mặt cầu. 


w 


25. Bạn hãy lấy ba mật phẳng vuông góc nhau và không cần chứng minh, hãy 
ứng dụng định lí đẳng chu vào không gian. Khi đó góc tam diện sẽ biến 
thành góc bát diện và bạn có thể sử dụng tương tự không gian của hình 
10.12. Nhờ có sự phản xạ liên tiếp qua ba mặt phẳng, mặt cắt góc bát diện 
sẽ biến thành mặt kín, diện tích của nó và thể tích do nó giới hạn tương ứng 
lớn gấp 8 lần điện tích và thể tích đã cho bị mặt ban đầu cắt ra. Mặt kín có 
diện tích đã cho giới hạn thể tích cực đại là một mặt cầu, thành thử, trong 
trường hợp riêng của bài toán này, Cực đại sẽ đạt được khi mặt có điện tích 
đã cho là một phần (1/8) mặt cầu có tâm tại đỉnh của góc tam điện. 

26. Cấu hình được xét tronš lời giải của thí dụ 25 là trường hợp riêng 7! = 2 của 
tình huống tổng quất sau. Có n + 1 mặt phẳng; ñ mặt phẳng đi qua cùng 
một đường thẳng và chia không gian thành 2n phần bằng nhau (góc nhị 
diện), còn mặt phẳng cuối cùng vuông góc với " mặt phẳng đầu, n + 1 mặt 
phẳng này chia không gian thành Ân góc tam diện bằng nhau. Đối với mỗi 
góc tam diện này, ta ứng dụng phương pháp phản xạ nhiều lần như trong 
thí dụ 25. Phương pháp này sẽ cho cùng một kết quả; ?hể tích được cắt ra 
sẽ là cực đại khi mặt có diện tích đã cho là một phần của mặt cầu có tâm 
tại đỉnh của góc tam diện. 

(Hãy còn ba cấu hình chứa góc tam điện mà nếu áp dụng phương pháp này 
đối với chúng, tả sẽ có cùng một kết quả. Những cấu hình này liên hệ với 
các đa diện đều: cấu hình thứ nhất - với tứ diện, cấu hình thứ hai - với hình 
lập phương và bát diện, cấu hình thứ ba - với thập nhị diện. Việc nghiên 
cứu chúng mất nhiều công sức hoặc cân có nhiều hiểu biết trước hơn, vì 
thế, ta chỉ liệt kê chúng tron§ một bảng sau, bắt đâu từ cấu hình đơn giản 
đã được mô tả Ở trên. 


Các "mặt phẳng" đó là những mặt phẳng đối xứng, "các phần của không 
gian" là các góc tam diện và các "góc” tạo bởi ba mặt phẳng giới hạn một 
góc tam diện. 
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° 


28. 


29. 
30. 
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trên cũng như qua sự tương tự giả thuyết thu được tương tự như thế đối với 


Các góc trên mặt phẳng (§9) và được chứng minh (thí dụ 19), 


miền thứ ba có diện tích bằng 0, hiển nhiên đó là điều không thể có được. 


1/2 
Đoạn thẳng ngắn hơn: Ị < B 


Xem thí dụ 30. 


31. 


32. 
33. 


34. 
35, 
36. 


trên cùng một cạnh hoặc tại cùng một đỉnh v.v...) nhưng việc xét các 
trường hợp này xác nhận kết quả thu được. 

Giả sử O là tâm của hình tròn. Nếu đoạn thẳng PP' được điểm O chia thành 
hai phần thì ta sẽ gọi các điểm P và P' là những điểm đối lập nhau. Ta sẽ 
gọi hai đường cong là đối lập nhau nếu một trong hai đường cong gồm 
những điểm đối lập với các điểm của đường cong kia. Bây giờ, giả sử A và 
B là các mút của phân tuyến mà ta kí hiệu gọn là AB. Giả sử các điểm A', 
E' và cung A'B' tương ứng đối lập với A, B và AB. Khi đó AT là phân 
tuyến. Giả sử P là điểm chung của AB và A'B (thí dụ 27) còn P' là điểm đối 
lập với P. Khi đó cả P' cũng là điểm chung của AB và A'B'. Giả sử A,P,P 
và B sắp xếp theo thứ tự này trên AB và giả sử PB' là cung ngắn hơn (không 
phải cung dài hơn) trong hai cung PA và PB'. (Có thể lựa chọn như thế 
được, thực tế là nó chỉ phụ thuộc vào kí hiệu). Ta hãy xét đường cong gồm 
hai mẫu: các cung BP (phân tuyến AB) và cung PB (phân tuyến AB). 
Đường cong này (l) ngắn hơn (không phải dài hơn) AB, và (2) dài hơn 
(không phải ngắn hơn) đường kính BB, đường kính này là đường trực tiếp 
nối B với B'. Từ (1) và (2) suy ra rằng AB dài hơn (không phải ngắn hơn) 
đường kính BB, và đó chính là định lí. 

Trục nhỏ. Xem thí dụ 33. 


Phân tuyến ngắn nhất của một miền bất kì hoặc là một đoạn thẳng hoặc là 
một cung của đường tròn. Xem thí dụ 16. Nếu miền có tâm đối xứng 
(chẳng hạn, hình vuông, hình tròn, hình elip có tâm đối xứng còn hình tam 
giác đều không có tâm đối xứng) thì phân tuyến ngắn nhất là một đoạn 
thẳng. Phép chứng minh hầu như giống với phép chứng minh đối với hình 
tròn (thí dụ 3l). 

Thực tế cũng giống như thí dụ S8 8 

Thí dụ 16. 

Trong cả năm trường hợp mặt phẳng của phân tuyến ngắn nhất đi qua tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp. 

Hình tứ diện: hình vuông trong mặt phẳng song song với hai cạnh đối diện, 
3 lời giải. 

Hình lập phương: hình vuông trong mặt phẳng song song với một trong các 
mặt, 4 lời giải. 

Hình thập nhị diện: hình thập giác trong mặt phẳng song song với mỘt 
trong các mặt, 6 lời giải. 
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38. 


K. Ð 


41. 
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Hình nhị thập diện: Hình thập giác trong mặt phẳng vuông góc với trục nối 
hai đỉnh đối diện, 6 lời giải. 

Phép chứng minh trong bốn trường hợp cuối cùng vạch ra một nhận xét 
chung, xem thí dụ 39. 

Giả sử O là tâm của mặt cầu. Bạn hãy xác định các điểm và các đường 
cong đối lập như trong thí dụ 31. Giả sử Ð là phân tuyến. Khi đó cả b, 
đường cong đối lập đối với b cũng là phân tuyến, b và Ðb' có một điểm 
chung P (thí dụ 34). Cả điểm P' đối lập với P cũng là điểm chung. Các điểm 
P và P chia b thành hai cung, mà không một cung nào có thể ngắn hơn 
đường ngắn nhất nối P và P' là nửa đường tròn lớn. | 

Bốn trong năm hình đa diện đều (tất cả, trừ hình tứ diện) có tâm đối xứng. 
Mặt kín có tâm đối xứng sẽ có phân tuyến là đường trắc địa. Phép chứng 
minh hầu như cũng giống với mặt cầu (thí dụ 37). 

Ta gọi đ là khoảng cách từ giới hạn của mặt chắn đến đỉnh của nó. Diện 
tích của mặt chắn bằng 7/7. Giả thuyết này dẫn tới Archimède. So sánh với 
thí dụ 11.4. 

1) Nếu tâm của hình câu S là đỉnh của mặt chắn thì ở — a, nở? = nz?. 

2) Giả sử / là đoạn thẳng nối tâm C của hình cầu S và tâm C' của mặt cầu 
mà một phần của nó là mặt chắn. Giả sử A là giao điểm của / với giới hạn 
S, cùng với C' ở cùng một phía của C và giả sử D và B là những giao điểm 
của / tương ứng với mặt chắn và với mặt phẳng của mép mặt chắn. Nếu mặt 
chắn chia thể tích hình cầu S thành hai phân thì các điểm A, B, C và D sắp 
xếp theo thứ tự này trên đường /. Điểm B là điểm của đoạn thẳng / gần mép 
của mặt chắn nhất và D ở xa giới hạn này hơn C. Thành thử d > ø, mi” > na”. 
3) Giả thuyết: Không mặt nào chia đôi thể tích hình cầu bán kính z lại có 
diện tích nhỏ hơn z4”. Phép chứng minh có thể là khó hơn. 


1) Cực đại ƒ= n” đạt được, khi 
XI =*2 =... —ủ*n = l hay =Ì 


Cực tiểu ƒ = 0 đạt được đối với tập hợp vô hạn các hệ khác nhau #nxs đểy 
khi n > 3. 


2) Cực đại, cũng như trước, là duy nhất; cực tiểu ƒ = ø đạt được khi: 
4‡=#ữ" ;X*a2=...=x„=0 


và trong ¡ — l trường hợp tương tự. 


42. Giả thuyết này đúng đối với các hình đa diện đều với các đỉnh có ba cạnh 


nhưng không đúng nếu đỉnh có số cạnh lớn hơn ba. 


40, 43. Không có lời giải. 


»" 


CHƯƠNG XI 


a) có; b) không: œ không cần, diện tích bằng 2/2. 
a) có; b) không: œ và B không cần, diện tích bằng mh. 
27zh không phụ thuộc vào đ. Giải bằng phương pháp Archimède hay bằng 


phép tính tích phân: từ x” 


. d+h l“ 21⁄2 

2 8...2 

_—| +y =Fr?: 23zy|1+|== dx = 2h. 
: b : J ì l5) 


Giả sử h là chiều cao của đới cầu mà ta phải tính diện tích. Từ các tam giác 
vuông đồng dạng có h : a = đ : 2b và như vậy, diện tích muốn tìm bằng 
2m bh = ra không phụ thuộc vào Ù. Khi b = 2/2 đới cầu sẽ biến thành mặt 
cầu toàn phần, còn khi b = œ, đới cầu biến thành hình tròn. So sánh với thí 
dụ 10.39. 

Bạn có nhận thấy có sự tương tự với các thí dụ 1.4 không? Có thể tìm được 
thể tích hình cầu có lỗ hổng bằng phương pháp sơ cấp hoặc bằng cách ứng 
dụng hình học giải tích và phép tính tích phân như: 


2 2 
+ y +7”, Suy TA: 


. `... 
.-. dx—7ryt(h = 7 S 


rI Ẵ $ - h 
x'+ y =7“ và y¡ là tung độ tương ứng VỚI x = 


3 
T không phụ thuộc vào z và Ù. Giống như cách giải thí dụ 5. Cách giải 


này có liên quan với cách giải của thí dụ 7. Trong trường hợp hãn hữu 
a=b=0, viên phân biến thành hình cầu toàn phần đường kính h. Nếu ñ 
nhỏ thì hiệu giữa Mz và V thấy ngay bằng trực giác là rất nhỏ. 

c7 h/6 không phụ thuộc vào r. Nếu c = Ù thì hình nón suy biến thành hình 
trụ và ta có trường hợp 2 và thí dụ 5. Lời giải giống như lời giải của thí dụ 8. 
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Nếu D là gốc toạ độ và OX là trục x thì phương trình của đường tròn và của 
đường parabol trên hình 1 1.3 ứng là: 


(«—đ”+ y° =r?, 2px = y. 
Giả sử xị và x; là hoành độ của các giao điểm của hai đường cong này, 
+ị <x¿. Khi đó x¿ — xị = h và thể tích muốn tìm bằng: 


VNIG -(x-đ)? ~2px kx=z [" lx Km ng: 


không phụ thuộc vào z và đ; bạn hãy thay thế x — xị ='¿. Ta đã sử dụng 


phép khai triển thành thừa số một đa thức bậc hai khi đã biết hai nghiệm và 


hệ số của x'. 


a) có, thể tích bằng m#”(z + 2ð)/3; b) không. 
Đủ. Vì „ ¡ Và ; có thể được cho trước một cách tuỳ ý, có một tập hợp vô 


hạn các bộ ⁄1¿... ¡ọ thoả mãn hệ thức truy toán z„ = tạ ¡ + M„ 2. Ta hãy 
nghiên cứu hai bộ đặc biệt: 


HẺ1, W2, M3;..., 0h†ọ VỚI #hị = Ô, wạ= | 

HỒ, MỦ2y M”3,.... H”tj VỚI Hhị =Ô, w”„ = 
Ta tìm được: 

Mạ =B,  MỊị+Hạ+M3+...+ #'tọ = 88 

H =3, M”{+W"2+H”2+...+ "to = 143 
Ta có thể nhận xét rằng: 

H1 + H2 + H3 +... + Hịg = llu› 

MỖI + HỦ2 + Hử3 +... + Hạ = liu” hơi 
rồi thì ta dự đoán và cuối cùng chứng minh rằng: 

MỊ † Mạ + 03 +... + Họ = L2 LẺ An, 
Chứng minh như sau: ta thấy ngay rằng hệ thức: 

Hạ = (M2 — MỊ)HÌ, + MỊH, l duàc, 


được thoả mãn với ø = l và ø = 2 và từ đó, bằng cách sử dụng công thức 
truy toán, kết luận rằng nó được thoả mãn với ø = 3, 4, 5,.... 10. Sau khi 


11. 


12. 


13. 


cộng hai đẳng thức đánh dấu (*) rồi lấy đẳng thức thứ nhất nhân với „; — w, 
còn đẳng thức thứ 2 nhân với ⁄¡, từ đẳng thức (***) ta được đẳng thức 
muốn tìm (**). Tư tưởng chủ yếu của phép chứng minh là: nghiệm tổng quát 
u„ của phương trình truy toán của ta (gọi một cách đạt hơn là phương trình 
sai phân thuần nhất tuyến tính bậc hai) là tổ hợp tuyến tính của hai nghiệm 
riêng độc lập w'„ và ”„ (như tích phân tổng quát của phương trình vi phân 
tuyến tính thuần nhất bậc hai là tổ hợp tuyến tính của hai tích nã riên8). 


_T# 


i+ể 1++z? sx”+l x'+x x 


1 
d9” 1+xz? =;Ï 


f ] d@G tk” L 5 @& tx*Y dhà 
| E Ị 1+x° T 4 


0 
không phụ thuộc vào œ. Khi chuyển từ dạng thứ hai sang dạng thứ ba ta 
đưa vào x} với tư cách là một biến số mới của phép lấy tích phân. Đối với 
œ =0, -œ tích phân đã cho tương ứng quy về: 

mm. .. . 

lí lẽ le 
Những trường hợp này có thể đưa đến lời giải ở trên. 
Đây là sự kiện hiển nhiên nhất thuộc loại này: 


Ẹ (u)du = 0nếu ƒ(—u) = — ƒU). 
Ta đặt ¿ = In; ƒ(Inv) = F(+); 

[[ƑG)xˆ4x=0nếu F(x `) =~F@). 
Điều đó gợi ý ta một khái quát sau: 


[| z@œIII+hG)r'4= [  zœ)x Ì4 


nếu gŒ%x }) = ø(v), h( ) = —h(v). Thí dụ 11 là trường hợp riêng: 


ưa 


l—x 


gbd=— TC HỆ 
+x 


2q+x) 
0x =0 hay x7 —4=(x+2)(x— 2), v.V.. 


14. x = y =8, thử với x = 8, 9, 10, 11 là đủ. 
15. x=y=z= w = 4 nhờ các phép thử. 
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17. Các mặt phẳng đối xứng của hình đa diện đều đi qua tâm của nó và chia 
mặt cầu cùng tâm thành các tam giác cầu. Ba bán kính nối ba đỉnh của tam 


18. 
19, 


s. ` ` “° 4 3 sự ` š 7 7s 7t h 
giác cầu này với tâm tương ứng của tam giác câu bằng "h: và E Tì số 
% 


giữa bán kính của mặt cầu nội tiếp và mặt cầu ngoại tiếp bằng cosc và theo 
công thức của lượng giác cầu thì: 


COS € = c tan B cot (#) 
# v 


Các số ƒ và v và giá trị thu được của cosc được trình bày trong bảng sau đối 
với các hình tứ diện (A), lập phương (B), bát diện (C), thập nhị diện (D) và 
nhị thập diện (E). 


B C D 
3 4 3 5 

3 4 

Noo, su 2Ng _— 
kì LÁo 5+2.45 
3 v3 15 


Xem thí dụ 10.42. 


a) Ta gọi định thức bậc ø là đối xứng tâm nếu các phần từ a ; „ của nó thoả 


mãn điều kiện a, ¿ = đ„¿¡., „ạị.¿ với j, k = 1, 2, 3,..., n. Định thức đối xứng 
tâm bậc ø là tích của hai định thức. Tuỳ theo øz chắn hay lẻ mà cả hai thừa 
số là định thức bậc ø/2 hay một thừa số là định thức bậc (» + 1)/2 còn định 
thức kia bậc (» — 1)/2. 


Thí dụ: 


= â 


ẰÀ, mem 


b a bec b . 
+ 
n  . dcd=[L |(a-c) 
đ| đó - 6 
ca k 
bơ ñ 
#gh latd b+cl||ƒ—g e-h 
gƒ# e| |e+h TH, b—c a-d 
cb a 


22. 


23. 


Chứng minh: Tuỳ trường hợp z chắn hay lẻ, bạn hãy đặt ø = 2m hay  = 2n + l. 
Bạn thêm cột cuối cùng vào cột thứ nhất, thêm cột trước cột cuối cùng vào 
cột thứ hai, v.v... chừng nào mà m cột đầu chưa biến đổi. Sau đó, bạn trừ 
dòng đầu vào dòng cuối cùng, dòng thứ hai vào dòng trước dòng cuối cùng, 
v.v... chừng nào mà dòng cuối cùng chưa biến đổi. Những phép tính này 
hoặc là dẫn tới hình chữ nhật mx(mn + 1) hoặc là dẫn tới hình vuông zxzn ở 
góc đông - tây, gồm các số 0. 

b) Định thức bậc bốn có thể chia thành hai định thức bậc hai và không phải 
là tích của chúng, đặc biệt là nếu các định thức bậc hai này có thừa số 
chung. Ta sẽ là người lạc quan nếu giả định rằng không có thừa số chung 
đó: ta thử giả thuyết đơn giản nhất và đạt được kết quả. 

Khả năng đáng lạc quan nhất là: hệ số của mọi luỹ thừa của h ở vế trái của 
bất đẳng thức nhỏ hơn hoặc bằng hệ số của chính luỹ thừa đó ở vế phải của 
bất đẳng thức. Quả thực là điều đó đã xảy ra: sau khi chia cho 4h'“ số 
hạng không đổi sẽ bằng l trong cả hai vế và đối với  > l các hệ SỐ của h„ 
trong các vế tương ứng bằng: 


3711 4ml 1 159 4n-3 


48127” 4n 4n+1`4812 4n 


Hiển nhiên là: 
3.7.11...(4n — 1) < 5.9...(4n — 3)(4n+]). 
a) Ta gọi P„ là giá trị gần đúng tính được nhờ phương pháp đã xét khi hình 
vuông được chia thành n” hình vuông nhỏ. Ta giả định rằng có thể khai 
triển P„ theo luỹ thừa bậc m ": 
P„=Qọ+ Qua Ì + Qạn +... 
"Nói chung, hàm số có thể phân tích thành chuỗi luỹ thừa". Xem thí dụ 20. 


Khi ø —> œ, P„ —> Qọ và ta kết luận rằng Qọ = Q. Hơn nữa, bốn điểm trên 
hình 11.6 gần đường thẳng hơn các điểm trên hình 11.5. Tình hình đó gợi ý 


rằng Q¡ = 0 và các số hạng có n,n "„... là nhỏ, không đáng kể ngay cả 
khi nhỏ. Điều đó dẫn tới hệ thức: 


P.—:Ð+ Qạn ˆ 


hệ thức này biểu diễn một đường thẳng (gần đúng) nếu ta lấy n7 làm 
hoành độ còn P„ làm tung độ. Trong một số trường hợp ít nhiều giống như 
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thế, người ta chứng minh được rằng sai số gần đúng có bậc —- và nhờ phép 
h 


tương tự đó, dự đoán của ta xác thực hơn. _ 
b) Các cột của bảng dưới đây chứa: I) các giá trị n, 2) các tung độ, 3) hiệu 
các tung độ, 4) các hoành độ, 6) độ nghiêng tính được như là tỉ số giữa (3) 
với (5), ở đây, ta đã bỏ dấu ở (5) và (6). 
0,2500 


#018 
WEESi ii 
BE 


So 
max. 


c) Tất nhiên, với tư cách của một phép tính đáng tin cậy nhất, ta xét m = 5, 
còn với tư cách của phép tính tốt nhất tiếp sau, ta xét  = 4. Nếu các điểm 
(x¡, yị) và (x;, y;) nằm trên đường thẳng có phương trình y = zmx + b thì (từ 
hệ hai phương trình đối với m và b) ta dễ dàng tìm được * 


vì... 
_*_ 5 
LUï:TRN 5 
11 #2 


và trong trường hợp này, ta có: . 
25x0,1324—-16x0,1279 

b 25—16 

Nếu bạn hi vọng có một cái gì tốt hơn thế nữa thì bạn sẽ là người quá lạc quan. 


lộ) =0,1404. 


16, 19, 20. Không có lời giải. 
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em @: E3 đỒI 


CÁC NHÀ KHOA HỌC ĐƯỢC DẪN TRONG SÁCH 
(Chú thích của người dịch) 


ABEL (Niels Henrich) (1802-1829), nhà toán học Na Ủy 

APOLONIUS (khoảng 262-180 trước CN), nhà toán học Hy Lạp 
ARCHIMÈDE (hay ARCHIMEDES (287-212 trước CN), nhà bác học Hy Lạp 
ARISTOTE (hay ARISTOTLE, 384-322 trước CN), nhà triết học Hy Lạp 


Johann BERNOULLI (1667-1748), Jacob BERNOULLI (1654-1705, anh của Johann 
Bernoulli), Daniel BERNOULLI (1700-1782, con của Johann Bernoulli), các nhà toán 
học Thuy Sĩ. 


CAUCHY (Louis Augustin) (1789-1857), nhà toán học Pháp 

COPERNIC (Nicolaus Copernicus) (1473-1543), nhà thiên văn học Ba Lan 
DANTE (1265-1321), nhà thơ Ỹ 

DEMOCRITE (khoảng 460-370 trước CN), nhà triết học Hy Lạp 


- DESCARTES (René) (1596-1650), nhà triết học, toán học và vật lí học Pháp 

. DIRICHLET (Leujeune) (1805-1869), nhà toán học Đúc 

- EUCLIDE (thế kỉ III trước CN), nhà toán học Hy Lạp 

. EUDOXE (thế kỉ III trước CN), nhà thiên văn học và toán học Hy Lạp 

. EULER (Leonhard) (1707-1783), nhà toán học Thuy Sĩ 

. FERMAT (Pierre de) (1601-1665), nhà toán học Pháp 

. GALILEI (hay Galilee, 1564-1642), nhà vật lí học và thiên văn học Ý 

. GAUSS (Carl Friedrich) (1777-1885), nhà toán học và thiên văn học Đúc 

. GOLDBACH (Ghristian) (1690-1764), nhà toán học Đúc 

.- HÉRON (Thế kỉ I), nhà toán học và cơ học Hy Lạp 

- JACOBI (Jacob) (1804-1851), nhà toán học Đúc 

. KEPLER (dohann) (1571-1630), nhà thiên văn học Đúc 

- LAGBRANGE (doseph Louis) (1736-1813), nhà toán học Pháp 

- LAPLACE (Pierre Simon), (1749-1827), nhà thiên văn học, toán học và vật lí học Đúc 
. LEIBNIZ (Gottfried Wilhelm) (1646-1716), nhà triết học, vật lí học và toán học Đúc 
- LHUILLER (Simon) (1750-1840), nhà toán học Thuy Sĩ 
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26. 
27. 
-28, 
_29, 
30. 
31, 


32. 
33. 
34. 
đ5. 
36. 
để, 
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LINNÉ (1707-1778), nhà sinh học Thuy Điển 

MACLAURiN (Colin) (1698-1746), nhà toán học Scotland 
NEWTON (lsaac) (1642-1727), nhà bác học Anh - 

PERRON (Oskar) (1880-1975), nhà toán học Đức 
POINCARÉ (Henri) (1880-1975), nhà bác học Pháp 
PYTHAGORE (hay PYTHAGORAS, thế kỉ VỊ trước CN), nhà triết học và toán học 
Hy Lạp 

RAYLEIGH (1842-1919), nhà vật lí học Anh 

RHATICUS (1514-1576), nhà thiên văn học Đức 
SCHOPENHAUER (1788-1860), nhà triết học Đức 
SNELLIUS (1591-1626), nhà vật lí học và toán học Phần Lan 
STEINER (Jacob) (1796-1863), nhà toán học Thuy Sĩ 
VALLIS (John) (1616-1703), nhà toán học Anh 


@ 
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